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§1  教材基础知识汇编 

1.1  直线与方程 

【课程标准】 
①在平面直角坐标系中，结合具体图形，探索确定直线位置的几何要素. 

②理解直线的倾斜角和斜率的概念，经历用代数方法刻画直线斜率的过程，掌握过两点的直线斜率的

计算公式. 

③能根据斜率判定两条直线平行或垂直. 

④根据确定直线位置的几何要素，探索并掌握直线方程的几种形式（点斜式、两点式及一般式）. 

⑤能用解方程组的方法求两条直线的交点坐标. 

⑥探索并掌握平面上两点间的距离公式、点到直线的距离公式，会求两条平行直线间的距离. 

【知识汇编】 
一、直线的倾斜角与斜率 
构成直线的因素：点、方向 

 

1.倾角：𝑥轴正向与直线𝑙向上的方向所成的角𝛼，取值范围为[0, 𝜋). 

2.斜率：规定一条直线的倾角𝛼的正切值𝑡𝑎𝑛𝛼 = !!"!"
#!"#"

(𝑥$ ≠ 𝑥%)叫作直线的斜率，用小写字母𝑘表示. 

3.斜率与方向向量：直线𝑃$𝑃%上向量𝑃$𝑃%77777777⃗及其共线向量都是直线的方向向量，坐标表示为(𝑥% − 𝑥$, 𝑦% −

𝑦$).当直线𝑃$𝑃%与𝑥轴不垂直，即𝑥% − 𝑥$ ≠ 0时，向量 $
#!"#"

(𝑥% − 𝑥$, 𝑦% − 𝑦$)也是直线𝑃$𝑃%的方向向量，即

(1, !!"!"
#!"#"

) = (1, 𝑘).因此，当直线的斜率存在且为𝑘时，它的一个方向向量的坐标为(𝑥, 𝑦)，则𝑘 = !
#
. 

4.两条两直线的平行与垂直：𝑙$∥𝑙% ⇔ 𝑘$ = 𝑘%；显然，当𝛼$ = 𝛼% =
&
%
时，直线斜率不存在，此时𝑙$∥𝑙%. 

如果两直线都有斜率，则𝑙$ ⊥ 𝑙%⇔𝑘$ · 𝑘% = −1.	

两直线相交的夹角问题：若𝜃为𝑙$和𝑙%的夹角，则𝑡𝑎𝑛 𝜃 = B '!"'"
$('!'"

B(𝑘都存在)，当1 + 𝑘$𝑘% = 0，𝜃 = 90°．	

二、直线的方程	
1.解析几何的研究对象是曲线，“方程的曲线”和“曲线的方程”是解析几何的两个研究内容. 
直线方程满足“纯粹性”和“完备性”两个条件，即直线上的每个点都在关系式上，关系式上的每个点

都在直线上，才可以说满足“纯粹性”和“完备性”两个条件，才可以说该关系式为直线的方程. 
2.建立直线的方程，即利用直线位置的几何要素，建立直线上任意一点的坐标都满足的关系式. 
直线方程分为：点斜式、斜截式、两点式、截距式、一般式、点法式. 

（1）准备知识：𝑘 = !"!#
#"##
，该式子的前提是斜率存在. 

方向 → 倾角 → 倾角正切 → 斜率 → 方向与斜率 
 ↓         ↓ 

                      公式     (1, 𝑘) 
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（2）六种直线方程及限制条件 

点斜式：𝑦 − 𝑦) = 𝑘(𝑥 − 𝑥))，当倾角为
&
%
的时候，𝑡𝑎𝑛 &

%
没有意义，直线无斜率，方程不能用点斜式表示. 

斜截式：当(𝑥), 𝑦))为(0, 𝑏)时，点斜式方程为𝑦 − 𝑏 = 𝑘(𝑥 − 0)，即𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏，限制条件同点斜式. 

两点式：将斜率代入点斜式，得到两点式：
!"!"
!!"!"

= #"#"
#!"#"

，当𝑦% = 𝑦$或𝑥% = 𝑥$时，方程没有两点式. 

截距式：将两点(𝑎, 0)，(0, 𝑏)代入两点式，得到截距式#
*
+ !

+
= 1，𝑎, 𝑏为两坐标轴上的截距，都不为 0. 

一般式：𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0，𝐴, 𝐵不同时为 0. 
点法式：法向量𝑛7⃗ = (𝐴, 𝐵), 𝑃(𝑥), 𝑦)),直线上一点 Q(𝑥, 𝑦)，则根据𝑛7⃗ · 𝑃𝑄77777⃗ ，得𝐴(𝑥 − 𝑥)) + 𝐵(𝑦 − 𝑦)) = 0.

以上证法是北师版教材给出的；另外，人教 A版教材提供了联立、代入(𝑥), 𝑦))到一般式的思路. 

（3）参数方程：L
𝑥 = 𝑥) +𝑚𝑡
𝑦 = 𝑦) + 𝑛𝑡

，其中(𝑚, 𝑛)的几何意义为这条直线的方向向量. 

三、直线的交点坐标与距离公式 

1.直线交点坐标：联立两直线方程，如：N𝐴$𝑥 + 𝐵$𝑦 + 𝐶$ = 0
𝐴%𝑥 + 𝐵%𝑦 + 𝐶% = 0. 

2.两点间距离公式：𝑃$𝑃%77777777⃗ = (𝑥% − 𝑥$, 𝑦% − 𝑦$)，则|𝑃$𝑃%77777777⃗ | = P(𝑥% − 𝑥$)% + (𝑦% − 𝑦$)%. 

3.点到直线距离公式：直线方程𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0，垂足𝑄(𝑥, 𝑦)，P(𝑥), 𝑦))，则：|𝑃𝑄| = |-##(.!#(/|
√-!(.!

. 

4.两条平行直线间的距离公式：已知两直线𝑙$: 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶$ = 0和𝑙%: 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶% = 0，在𝑙$上取一点

𝑃(𝑥), 𝑦))，则该点到直线𝑙%的距离即是两条平行直线间的距离，即𝑑 =
|-##(.!#(/!|

√-!(.!
.因为点𝑃在直线𝑙$上，所以

𝐴𝑥) + 𝐵𝑦) = −𝐶$，因此𝑑 =
|-##(.!#(/!|

√-!(.!
= 𝑑 = |/""/!|

√-!(.!
. 

四、对称问题 
1.中心对称：点(𝑥, 𝑦)关于𝐴(𝑎, 𝑏)的对称点坐标为(2𝑎 − 𝑥, 2𝑏 − 𝑦).（中点坐标公式） 
曲线𝑓(𝑥, 𝑦) = 0关于点𝐴(𝑎, 𝑏)的对称曲线方程为𝑓(2𝑎– 𝑥, 2𝑏– 𝑦) = 0. 

2.轴对称：点(𝑥, 𝑦)关于直线𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0的对称点(𝑥’, 𝑦’)，则W
!’"!
#’"#

(− -
.
) = −1

𝐴 #(#’
%
+ 𝐵 !(!’

%
+ 𝐶 = 0

. 

3.常用对称关系：点(𝑎, 𝑏)关于𝑥轴的对称点为(𝑎, −𝑏)，关于𝑦轴的对称点为(−𝑎, 𝑏)，关于原点的对称点
为(−𝑎,−𝑏)；关于直线𝑦 = 𝑥的对称点为(𝑏, 𝑎)，关于直线𝑦 = −𝑥的对称点为(−𝑏,−𝑎)，关于直线𝑦 = 𝑥 +𝑚
的对称点为(𝑏 +𝑚, 𝑎 +𝑚)，关于直线𝑦 = −𝑥 +𝑚的对称点为(−𝑏 +𝑚,−𝑎 +𝑚)． 
一般地，平面直角坐标系中，设点𝑀(𝑥$, 𝑦$)关于直线𝑙: 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0的对称点为𝑁(𝑥%, 𝑦%)，则点

𝑁(𝑥%, 𝑦%)的坐标公式为：W
𝑥% = 𝑥$ − 2  ·  

-
√-!(.!

  ·  -#"(.!"(/
√-!(.!

𝑦% = 𝑦$ − 2  ·  
.

√-!(.!
  ·  -#"(.!"(/

√-!(.!

（𝐵 = 0亦适用）． 

五、直线系——具有某种共同性质的所有直线的集合 
1.平行直线系：与直线𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0平行的直线系方程为𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶$ = 0(𝐶$ ≠ 𝐶)． 
2.垂直直线系：与直线𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0垂直的直线系方程为𝐵𝑥 − 𝐴𝑦 + 𝐶$ = 0(𝐶$ ≠ 𝐶). 
3.过定点𝑃(𝑎, 𝑏)的直线系方程（点法式）：𝐴(𝑥 − 𝑎) + 𝐵(𝑦 − 𝑏) = 0, 𝑎, 𝑏不同时为 0. 
4.过两交点的直线系：过两相交直线𝑙$ ： 𝐴$𝑥 + 𝐵$𝑦 + 𝐶$ = 0和𝑙% ： 𝐴%𝑥 + 𝐵%𝑦 + 𝐶% = 0交点的直线系

方程为𝐴$𝑥 + 𝐵$𝑦 + 𝐶$ + 𝜆(𝐴%𝑥 + 𝐵%𝑦 + 𝐶%) = 0，此直线系不包括𝑙%． 
5.推广到过曲线𝑓$(𝑥, 𝑦) = 0与𝑓%(𝑥, 𝑦) = 0的交点的方程为：𝑓$(𝑥) + 𝜆𝑓%(𝑥) = 0.  
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1.2  圆与方程 

【课程标准】 
①回顾确定圆的几何要素，在平面直角坐标系中，探索并掌握圆的标准方程与一般方程. 
②能根据给定直线、圆的方程，判断直线与圆、圆与圆的位置关系. 
③能用直线和圆的方程解决一些简单的数学问题与实际问题. 
【知识汇编】  
一、确定一个圆（定义） 
几何条件代数化是解析几何的重要手段.通过条件转化，我们可以把具象的曲线用抽象的方程来表示，

而几何条件代数化的重要依据就是基本图形的定义域性质.类似于直线方程的建立，我们在为圆建立曲线方
程之前需要先考虑确定圆的几何要素，下面是两个表达的方向. 

1.距离定义 
（1）到定点（定位）等于定长（定形）的轨迹. 
（2）到两定点距离的平方和为定值点的轨迹. 
（3）到两定点的距离之比为一个不为 1的常数（阿波罗尼斯圆）. 
定理：一般地，平面内到两个定点距离之比为常数𝜆(𝜆 > 0 ,  𝜆 ≠ 1)的点的轨迹是圆，此圆被叫做“阿

波罗尼斯圆”．特殊地，当𝜆 = 1时，点 P的轨迹是线段 AB的中垂线． 
2.张角定义 
（1）到两定点张角为 90°. 
（2）到两定点张角值为定值. 
（3）对角互补（四点共圆的性质）. 
二、定义的表达及圆的方程 
教材采用的是距离定义，首先用点集来表达以𝑨(𝒂, 𝒃)为圆心，𝒓为半径的⨀𝑨，𝒓 ≠ 𝟎： 

𝑃 = {𝑀||𝑀𝐴| = 𝑟} 
1.圆的标准方程：根据两点间距离公式，𝑀(𝑥, 𝑦)满足P(𝑥 − 𝑎)% + (𝑦 − 𝑏)% = 𝑟，化简得圆的标准方程 

(𝑥 − 𝑎)% + (𝑦 − 𝑏)% = 𝑟% 
2.圆的一般方程：把圆的标准方程展开如下（称之为一般方程）： 

𝑥% + 𝑦% + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0(𝐷% + 𝐸% − 4𝐹 > 0) ⇔ (𝑥 +
𝐷
2)

% + (𝑦 +
𝐸
2)

% =
𝐷% + 𝐸% − 4𝐹

4  

其中：圆心坐标为(− 2
%
, − 3

%
)，半径为𝑟 = $

%
√𝐷% + 𝐸% − 4𝐹 

①若𝐷% + 𝐸% − 4𝐹 > 0，则方程表示以(− 2
%
, − 3

%
)为圆心，𝑟 = $

%
√𝐷% + 𝐸% − 4𝐹为半径的圆； 

②若𝐷% + 𝐸% − 4𝐹 = 0，则方程只表示一个点(− 2
%
, − 3

%
)； 

③若𝐷% + 𝐸% − 4𝐹 < 0，则方程不表示任何图形．  
同时，根据圆可以被定义为到两定点距离的平方和为定值点的轨迹，也可以有以下表达方式： 
3.圆的直径式方程：以点𝑃$(𝑥$, 𝑦$)，𝑃%(𝑥%, 𝑦%)为圆的直径，设圆上任意一点为𝑃(𝑥, 𝑦)： 
则根据𝑃𝑃$7777777⃗ · 𝑃𝑃%7777777⃗ = 0，故(𝑥 − 𝑥$)(𝑥 − 𝑥%) + (𝑦 − 𝑦$)(𝑦 − 𝑦%) = 0. 
另外，人教 A版教材在课后习题中提到了圆的参数方程： 

4.圆的参数方程：N𝑥 = 𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃
𝑦 = 𝑏 + 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝜃为参数)；𝜃的含义为圆心角．（欲得参数方程，得先化为标准方程） 

5.求圆方程的思路：主要用待定系数法． 
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不论是圆的标准方程还是一般方程，都有三个独立参数，因此需具备三个独立条件才能确定一个圆．求

圆的方程常用待定系数法，但要注意灵活选择方程的形式． 
三、点与圆 
给定点𝑀(𝑥), 𝑦))及圆𝐶: (𝑥 − 𝑎)% + (𝑦 − 𝑏)% = 𝑟%． 
1.𝑀在圆𝐶内⇔ (𝑥) − 𝑎)% + (𝑦) − 𝑏)% < 𝑟% ⇔ 𝑃𝐴77777⃗ · 𝑃𝐵77777⃗ < 0 ⇔ ∠𝐴𝑃𝐵为钝角⇔点𝑃在线段𝐴𝐵上(除端点)； 
2.𝑀在圆𝐶上⇔ (𝑥) − 𝑎)% + (𝑦) − 𝑏)% = 𝑟% ⇔ 𝑃𝐴77777⃗ · 𝑃𝐵77777⃗ = 0 ⇔ ∠𝐴𝑃𝐵为直角⇔点𝑃与点𝐴或点𝐵重合； 
3.𝑀在圆𝐶外⇔ (𝑥) − 𝑎)% + (𝑦) − 𝑏)% > 𝑟% ⇔ 𝑃𝐴77777⃗ · 𝑃𝐵77777⃗ > 0 ⇔ ∠𝐴𝑃𝐵为锐角⇔点𝑃在线段𝐴𝐵的延长线或

反向延长线上. 
四、直线与圆 
1.直线与圆的位置关系 
（1）三种位置关系：相离、相切和相交． 
（2）判断方法 
设圆𝐶: (𝑥 − 𝑎)% + (𝑦 − 𝑏)% = 𝑟%(𝑟 > 0)﹔直线𝑙: 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0(𝐴% + 𝐵% ≠ 0)； 

①由几何特征判断：圆心𝐶(𝑎, 𝑏)到直线 l的距离𝑑 = |-*(.+(/|
√-!(.!

． 

𝑑 = 𝑟时，𝑙与𝐶相切； 
𝑑 < 𝑟时，𝑙与𝐶相交； 
𝑑 > 𝑟时，𝑙与𝐶相离． 

②由代数特征判断：列方程组N(𝑥 − 𝑎)
% + (𝑦 − 𝑏)% = 𝑟%

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0  

联立得关于𝑥（或𝑦）的一元二次方程，其判别式为𝛥，则： 
𝛥 = 0 ⇔ 𝑙与𝐶相切； 
𝛥 > 0 ⇔ 𝑙与𝐶相交； 
𝛥 < 0 ⇔ 𝑙与𝐶相离． 
③在直线与圆的关系中，注意利用“圆心角⇔弧长⇔弦长⇔弦心距”进行转化． 
2.弦长及其求法 

①几何法：当直线和圆相交时，弦长为𝑙，弦心距为𝑑，半径为𝑟，则(4
%
)% + 𝑑% = 𝑟%． 

 
②代数法：设直线𝑙的斜率为𝑘，直线𝑙与圆的两个交点分别为𝐴(𝑥$, 𝑦$)、𝐵(𝑥%, 𝑦%)，类似圆锥曲线求弦长

的方法，圆的弦长|𝐴𝐵| = √1 + 𝑘%|𝑥- − 𝑥.| = r1 + $
'!
|𝑦- − 𝑦.| =

√5
|*|
，其中的|𝑥- − 𝑥.|和|𝑦- − 𝑦.|，可以通

过直线和圆联立，消去𝑦或𝑥后利用韦达定理求解． 
③过圆内的一点作圆的弦中最长的是过该点的直径（左图）；最短的是与过该点直径垂直的弦（右图）. 

       

O

A BC
d
r

1l l

d r d ¢= +

O

1l l

d r d ¢= -

O

2l
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3.圆的切线及切线方程 
（1）点在圆上的切线方程（可以通过隐函数求导或替换法） 
①过圆(𝑥 − 𝑎)% + (𝑦 − 𝑏)% = 𝑟%上一点(𝑥), 𝑦))的切线方程为：(𝑥 − 𝑎)(𝑥) − 𝑎) + (𝑦 − 𝑏)(𝑦) − 𝑏) = 𝑟%； 

②过圆𝑥% + 𝑦% + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0上一点(𝑥), 𝑦))的切线方程为：𝑥𝑥) + 𝑦𝑦) + 𝐷
#(##
%
+ 𝐸 !(!#

%
+ 𝐹 = 0． 

（2）点在圆外的切线：过圆(𝑥 − 𝑎)% + (𝑦 − 𝑏)% = 𝑟%外一点(𝑥), 𝑦))向圆作切线 
设切线方程为𝑦 − 𝑦) = 𝑘(𝑥 − 𝑥))，利用圆心到直线的距离等于半径，求出𝑘即可； 
如果 k只有一解，则意味着有一条切线与 x轴垂直. 
（3）斜率已知的切线 
①切线斜率为𝑘与圆𝑥% + 𝑦% = 𝑟%相切的切线方程为：𝑦 = 𝑘𝑥 ± 𝑟√𝑘% + 1； 
②切线斜率为𝑘与圆(𝑥 − 𝑎)% + (𝑦 − 𝑏)% = 𝑟%相切的切线方程为：𝑦 − 𝑏 = 𝑘(𝑥 − 𝑎) ± 𝑟√𝑘% + 1． 
五、圆与圆 
1.圆与圆的位置关系 
（1）五种关系：外离、外切、相交、内切和内含. 
（2）判断方法： 
①几何法：设两圆圆心分别为𝑂$、𝑂%，利用两圆圆心距|𝑂$𝑂%| = 𝑑，与两圆的半径𝑟$和𝑟%进行判断： 
𝑑 > 𝑟$ + 𝑟% ⇔两圆外离⇔4条公切线 
𝑑 = 𝑟$ + 𝑟% ⇔两圆外切⇔3条公切线 
|𝑟$ − 𝑟%| < 𝑑 < 𝑟$ + 𝑟% ⇔两圆相交⇔2条公切线 
𝑑 = |𝑟$ − 𝑟%| ≠ 0 ⇔两圆内切⇔1条公切线 
0 < 𝑑 < |𝑟$ − 𝑟%| ⇔两圆内含⇔没有公切线．(注意特例：两圆是同心圆⇔ 𝑑 = 0且𝑟$ ≠ 𝑟%.) 
②代数法：解两个圆的方程所组成的二元二次方程组 
若方程组有两组不同的实数解，则两圆相交； 
若方程组有两组相同的实数解，则两圆相切； 
若无实数解，两圆相离． 
（3）公共弦及其求法：若圆𝐶$ : 𝑥% + 𝑦% + 𝐷$𝑥 + 𝐸$𝑦 + 𝐹$ = 0与圆𝐶% : 𝑥% + 𝑦% + 𝐷%𝑥 + 𝐸%𝑦 + 𝐹% =

0相交，则两圆方程相减，即可得到两圆的公共弦 AB所在的直线方程． 
证明：设两圆𝐶$、𝐶%的任一交点坐标为(𝑥) , 𝑦))，则有： 

𝑥)% + 𝑦)% + 𝐷$𝑥) + 𝐸$𝑦) + 𝐹$ = 0 ···① 
𝑥)% + 𝑦)% + 𝐷%𝑥) + 𝐸%𝑦) + 𝐹% = 0 ···② 

由①－②得：(𝐷$ − 𝐷%)𝑥) + (𝐸$ − 𝐸%)𝑦) + 𝐹$ − 𝐹% = 0，因此，𝐴、𝐵的坐标都满足方程： 
(𝐷$ − 𝐷%)𝑥 + (𝐸$ − 𝐸%)𝑦 + 𝐹$ − 𝐹% = 0 

又过𝐴、𝐵两点的直线是唯一的，故上述方程即为公共弦𝐴𝐵所在直线的方程． 
六、圆系——具有某种共同性质的圆的集合 
1.圆与直线：经过圆𝐶: 𝑥% + 𝑦% + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0与直线𝑙: 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0两个交点的圆系方程 

𝑥% + 𝑦% + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 + 𝜆(𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶) = 0 
2.圆与圆：经过圆𝐶$: 𝑥% + 𝑦% + 𝐷$𝑥 + 𝐸$𝑦 + 𝐹$ = 0与圆𝐶%: 𝑥% + 𝑦% + 𝐷%𝑥 + 𝐸%𝑦 + 𝐹% = 0两个交点的圆

系方程：𝑥% + 𝑦% + 𝐷$𝑥 + 𝐸$𝑦 + 𝐹$ + 𝜆(𝑥% + 𝑦% + 𝐷%𝑥 + 𝐸%𝑦 + 𝐹%) = 0 
其中𝜆 ≠ −1，且不包含圆𝐶%: 𝑥% + 𝑦% + 𝐷%𝑥 + 𝐸%𝑦 + 𝐹% = 0； 
当𝜆 = −1时，方程表示两圆公共弦所在直线的方程． 
3.圆与切点：与圆𝐶: 𝑥% + 𝑦% + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0相切于点(𝑥), 𝑦))的圆系方程 

𝑥% + 𝑦% + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 + 𝜆[(𝑥 − 𝑥))% + (𝑦 − 𝑦))%] = 0 
4.圆与切线：经过圆𝐶: 𝑥% + 𝑦% + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0与直线𝑙: 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0相切的圆系方程 

𝑥% + 𝑦% + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 + 𝜆(𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶) = 0 
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1.3  圆锥曲线与方程 

【课程标准】 
①了解圆锥曲线的实际背景，感受圆锥曲线在刻画现实世界和解决实际问题中的作用. 
②经历从具体情境中抽象出椭圆的过程，掌握椭圆的定义、标准方程及简单几何性质. 
③了解抛物线与双曲线的定义、几何图形和标准方程，以及它们的简单几何性质. 
④通过圆锥曲线与方程的学习，进一步体会数形结合的思想. 
⑤了解椭圆、抛物线的简单应用. 
【知识汇编】 
一、圆锥与圆锥曲线 
无论人教 A版还是北师版的教材中，都提到通过用平面截取圆锥面，根据截面与圆锥面的轴的夹角不

同，可以得到圆、椭圆、抛物线、双曲线，而这些截得的图形，都可以被统称为圆锥曲线.因此，我们进一
步对截面与圆锥面夹角进行讨论：（北师版选必 1，P75） 

设圆锥的轴截面顶角为2𝜃，圆锥的轴与截面所成的角为𝛼，其中𝜃, 𝛼 ∈ (0, &
%
). 

 

  
  

成角 𝛼 =
𝜋
2 𝛼 > 𝜃 𝛼 < 𝜃 𝛼 = 𝜃 

类型 圆 椭圆 双曲线 抛物线 
二、圆锥曲线的定义 
类似圆，圆锥曲线也有不同的定义方法，不同的定义方法有不同对曲线方程的求解.（均椭圆为例） 
1.第一定义 
（1）椭圆：平面内与两个定点𝐹$、𝐹%的距离的和等于常数2𝑎（大于|𝐹$𝐹%|）的点的轨迹；其中，两个

定点称做椭圆的焦点，焦点间的距离叫做焦距． 
（2）双曲线：平面内与两个定点𝐹$ 、𝐹%的距离的差的绝对值等于常数且小于|𝐹$𝐹%|的点的轨迹；其

中，两个定点叫做双曲线的焦点，焦点间的距离叫做焦距． 
①当0 < 2𝑎 < |𝐹$𝐹%|，|𝑃𝐹$| − |𝑃𝐹%| = 2𝑎与|𝑃𝐹%| − |𝑃𝐹$| = 2𝑎分别表示双曲线的一支.若有“绝对

值”，点的轨迹表示双曲线的两支；若去掉“绝对值”，点的轨迹仅为双曲线的一支； 
②当2𝑎 = |𝐹$𝐹%|时，点的轨迹为以𝐹$ , 𝐹%为端点的两条射线； 
③当2𝑎 > |𝐹$𝐹%|时，轨迹不存在(或不表示任何图形)； 
④当2𝑎 = 0时，点的轨迹是线段𝐹$𝐹%的垂直平分线． 
（3）抛物线：平面内与一个定点的距离等于到一条定直线的距离点的轨迹；其中，定点为抛物线的

焦点，定直线叫做准线． 
（4）椭圆、双曲线第一定义拓展 
①到两定点的距离之商为定值（不等于 1）的点的轨迹是阿波罗尼斯圆； 
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②到两定点的距离之积为定值（该定值为正数）的点的轨迹是卡西尼卵形线. 
2.第二定义 
平面内与一个定点的距离和到一条定直线的距离的比是常数的点的轨迹.（其中，定点为焦点，定直线

叫做准线，常数 e叫做离心率） 
（1）椭圆：0 < 𝑒 < 1； 

设𝑀(𝑥, 𝑦)是椭圆上任意一点，定点为𝐹$(−𝑐, 0)，定直线为𝑥 =
*!

6
，常数𝑒 = 6

*
，由上述定义可得：

7(#"6)!(!!

:$
!
% "#:

= 6
*
，变形即可得到标准方程． 

（2）双曲线：𝑒 > 1； 
（3）抛物线：𝑒 = 1. 
3.第三定义 
已知坐标轴上关于原点对称的两个定点，那么，到这两定点连线的斜率之积为定值𝑒% − 1(0 < 𝑒 < 1)

的点的轨迹.（其中，定点为短轴或长轴顶点） 
（1）椭圆：0 < 𝑒 < 1； 

设𝑀(𝑥, 𝑦)是椭圆上任意一点，两个定点为𝐴$(−𝑎, 0)、𝐴%(𝑎, 0)，定直线为𝑥 =
*!

6
，常数𝑒 = 6

*
，由上述

定义得：将
#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)， !!

(#"*)(#(*)
= − +!

*!
，所以椭圆上动点到两顶点(𝑎, 0)、(𝑎, 0)的连线的斜

率之积等于常数． 
（2）双曲线：𝑒 > 1； 
三、圆锥曲线的方程、基本参数 
1.椭圆 

（1）标准方程：W
#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0) ⇔中心在原点，焦点在𝑥轴上；

!!

*!
+ #!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0) ⇔中心在原点，焦点在𝑦轴上．

 

（2）参数方程：x

#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0) ⇔ N𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑦 = 𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ； 

!!

*!
+ #!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0) ⇔ N𝑥 = 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑦 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ． 
 

参数方程中的参数𝜃不是所谓的“椭圆心角”，而是物理上的离心角，可结合离心率理解；同时，要和
圆的参数方程中的圆心角分开． 
（3）基本参数 
①对称性：标准方程的图形，不仅关于 x轴和 y轴轴对称，同时，还关于原点中心对称． 
②顶点：𝐴$(−𝑎, 0)，𝐴%(𝑎, 0)，𝐵$(0, −𝑏)，𝐵%(0, 𝑏)，或𝐴$(−𝑏, 0)，𝐴%(𝑏, 0)，𝐵$(0, −𝑎)，𝐵%(0, 𝑎)． 
③长轴和短轴：长轴为 2a，短轴为 2b，注意区分长半轴为 a，短半轴为 b． 
④焦点：𝐹$(−𝑐, 0)，𝐹%(𝑐, 0)；或𝐹$(0, −𝑐)，𝐹%(0, 𝑐)． 
⑤焦距：|𝐹$𝐹%| = 2𝑐(𝑐 > 0)，同时，半焦距 c、长半轴为 a和短半轴为 b是一组勾股数，满足关系

式：𝑐% = 𝑎% − 𝑏%． 

⑥离心率：𝑒 = 6
*
(0 < 𝑒 < 1)；离心率越大，椭圆越扁．（𝑐𝑜𝑠∠𝑂𝐹$𝐵$ = 𝑒）. 

⑦准线：𝑥 = ± *!

6
；或𝑦 = ± *!

6
. 

⑦焦准距：𝑝 = *!

6
− 𝑐 = +!

6
. 
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⑧通径：2𝑒𝑝 = %+!

*
 (𝑝为焦准距)． 

⑨焦半径：椭圆上的点到焦点的距离；设𝑃(𝑥), 𝑦))为椭圆上的一点，𝐹$在负半轴，𝐹%在正半轴； 

焦点在𝑥轴：焦半径N
|𝑃𝐹$| = 𝑎 + 𝑒𝑥)
|𝑃𝐹%| = 𝑎 − 𝑒𝑥)

(左加右减)； 

焦点在𝑦轴：焦半径N
|𝑃𝐹$| = 𝑎 + 𝑒𝑦)
|𝑃𝐹%| = 𝑎 − 𝑒𝑦)

(上加下减)． 

⑩焦点弦：若过焦点的直线与椭圆相交于两点𝐴(𝑥-, 𝑦-)和𝐵(𝑥. , 𝑦.)，则称线段|𝐴𝐵|为焦点弦． 
当焦点弦过左焦点时，焦点弦的长度|𝐴𝐵| = 2𝑎 + 𝑒(𝑥- + 𝑥.)，仅与它的中点的横坐标有关；当焦点弦

过右焦点时，有|𝐴𝐵| = 2𝑎 − 𝑒(𝑥- + 𝑥.)． 
类似地，当焦点在𝑦轴上时，焦点弦|𝐴𝐵| = 2𝑎 + 𝑒(𝑦- ± 𝑦.)，仅与它的中点的纵坐标有关．  

过椭圆焦点的所有弦中通径（垂直于焦点的弦）最短，通径为2𝑒𝑝 = %+!

*
 (𝑝为焦准距)． 

2.双曲线 

（1）标准方程W
#!

*!
− !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0) ⇔中心在原点，焦点在𝑥轴上；

!!

*!
− #!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0) ⇔中心在原点，焦点在𝑦轴上．

． 

（2）参数方程x

#!

*!
− !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0) ⇔ N𝑥 = 𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃

𝑦 = 𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃
!!

*!
− #!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0) ⇔ N𝑥 = 𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃

𝑦 = 𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃

． 

（3）基本参数 
①对称性：标准方程的图形，不仅关于 x轴和 y轴轴对称，同时还关于原点中心对称． 
②顶点：𝐴$(−𝑎, 0)，𝐴%(𝑎, 0)，或𝐴$(0, −𝑎)，𝐴%(0, 𝑎)． 
③实轴和虚轴：实轴为 2a，虚轴为 2b；注意区分实半轴和虚半轴． 
④焦点：𝐹$(−𝑐, 0)，𝐹%(𝑐, 0)；或𝐹$(0, −𝑐)，𝐹%(0, 𝑐)． 
⑤焦距：|𝐹$𝐹%| = 2𝑐(𝑐 > 0)，同时，半焦距 c、长半轴为 a和短半轴为 b是一组勾股数，满足关系

式：𝑐% = 𝑎% + 𝑏%． 

⑥离心率：𝑒 = 6
*
(𝑒 > 1)，离心率越大，开口越大； 

双曲线的离心率是描述双曲线“张口”大小的一个重要数据，分析和上面的椭圆类似，譬如，当𝑒接
近 1时，𝑏越来越小，双曲线的“张口”越来越小． 

⑦准线：𝑥 = ± *!

6
；或𝑦 = ± *!

6
. 

⑧焦准距：𝑝 = *!

6
− 𝑐 = +!

6
. 

⑨通径：2𝑒𝑝 = %+!

*
 (𝑝为焦准距)． 

⑩焦半径：设𝑃(𝑥) , 𝑦))为双曲线上的一点，由于双曲线分两支，故焦半径分为两种． 

焦点在𝑥轴：𝑃在左支N
|𝑃𝐹$| = −𝑎 − 𝑒𝑥)
|𝑃𝐹%| = 𝑎 − 𝑒𝑥)

，𝑃在右支N
|𝑃𝐹$| = 𝑎 + 𝑒𝑥)
|𝑃𝐹%| = −𝑎 + 𝑒𝑥)

； 

焦点在𝑦轴：𝑃在下支N
|𝑃𝐹$| = −𝑎 − 𝑒𝑦)
|𝑃𝐹%| = 𝑎 − 𝑒𝑦)

，𝑃在上支N
|𝑃𝐹|$ = 𝑎 + 𝑒𝑦)
|𝑃𝐹|% = −𝑎 + 𝑒𝑦)

． 
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⑪焦点弦：若过焦点的直线与双曲线的一支相交于两点𝐴(𝑥- , 𝑦-)和𝐵(𝑥. , 𝑦.)，则称线段|𝐴𝐵|为焦点
弦．双曲线焦点弦的推导方法与椭圆类似，结果也是仅与弦中点的横坐标或者纵坐标有关． 

⑫双曲线的渐近线：#!

*!
− !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0) ⇔ 𝑦 = ± +

*
𝑥；或!!

*!
− #!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0) ⇔ 𝑦 = ± *

+
𝑥． 

渐近线方程也可以表示为
#
*
± !

+
= 0 ⇒共渐近线双曲线可设为：#!

*!
− !!

+!
= 𝜆；同理，若已知渐近线的方

程为𝑚𝑥 ± 𝑛𝑦 = 0，则双曲线的方程可设为：𝑚%𝑥% − 𝑛%𝑦% = 𝜆 (𝜆 ≠ 0且为常数)． 

与双曲线
#!

*!
− !!

+!
= 1有公共渐近线的双曲线系方程是：#!

*!
− !!

+!
= 𝜆 (𝜆 > 0，焦点在𝑥轴上，𝜆 < 0，焦

点在𝑦轴上)，若题目中告知双曲线渐近线方程，可设此方程，利用待定系数法进行计算． 
3.抛物线 

（1）标准方程

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧焦点在𝑥轴上 �

𝑦% = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0) ⇔开口向右			
𝑦% = −2𝑝𝑥(𝑝 > 0) ⇔开口向左

															

焦点在𝑦轴上 �
𝑥% = 2𝑝𝑦(𝑝 > 0) ⇔开口向上			
𝑥% = −2𝑝𝑦(𝑝 > 0) ⇔开口向下

															
. 

（2）参数方程

⎩
⎪⎪
⎪
⎨

⎪⎪
⎪
⎧
焦点在𝑥轴上

⎩
⎨

⎧𝑦% = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0) ⇔ N𝑥 = 2𝑝𝑡%
𝑦 = 2𝑝𝑡		(𝑡为参数，𝑡 ∈ 𝑅)						

𝑦% = −2𝑝𝑥(𝑝 > 0) ⇔ N𝑥 = −2𝑝𝑡%
𝑦 = 2𝑝𝑡					(𝑡为参数，𝑡 ∈ 𝑅)

															

焦点在𝑦轴上

⎩
⎨

⎧𝑥% = 2𝑝𝑦(𝑝 > 0) ⇔ N
𝑥 = 2𝑝𝑡		
𝑦 = 2𝑝𝑡%(𝑡为参数，𝑡 ∈ 𝑅)							

𝑥% = −2𝑝𝑦(𝑝 > 0) ⇔ N
𝑥 = 2𝑝𝑡						
𝑦 = −2𝑝𝑡%(𝑡为参数，𝑡 ∈ 𝑅)

															

 

（3）基本参数：以抛物线标准方程𝑦% = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0)为例. 
①𝑝的几何意义：参数 p是焦点到准线的距离，称为焦准距，故𝑝恒为正数． 

②顶点：为原点𝑂(0,0)，以𝑥轴为对称轴，且没有对称中心，焦点为𝐹(;
%
, 0)，准线为𝑥 = − ;

%
，由于抛

物线的离心率𝑒都等于1，故抛物线通径为2𝑒𝑝 = 2𝑝； 

③焦半径：|𝑃𝐹| = 𝑥) +
;
%
，实质就是抛物线的定义． 

以焦半径为半径的圆：以抛物线上一点为圆心、焦半径为半径的圆必与准线相切． 
以焦半径为直径的圆必与𝑦轴相切． 
以焦点弦为直径的圆必与准线相切． 
以两交点投影为直径的圆必经过原点． 

④焦点弦：𝑥$ + 𝑥% + 𝑝 =
;

$"6<= >
= %;

=?@! >
(𝜃 ≠ 0)；特殊地，当𝜃 = &

%
时，为通径2𝑝． 

4.椭圆、双曲线的特征三角形 
 
 

 
 
 
 
 

A F

B

ab

c Fc

a b
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5.椭圆和双曲线的焦点三角形 

（1）已知椭圆方程为#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)，左、右两焦点分别为𝐹$ 、𝐹%，𝑃(𝑥), 𝑦))是椭圆上一

点，在焦点三角形𝑃𝐹$𝐹%中，∠𝐹$𝑃𝐹% = 𝜃，r为△ 𝑃𝐹$𝐹%的内切圆半径，则有： 

①|𝑃𝐹$||𝑃𝐹%| =
%+!

$(6<= >
；②𝑆△B"CB! = 𝑏% 𝑡𝑎𝑛 >

%
= 𝑐|𝑦)| = (𝑎 + 𝑐) 𝑟． 

（2）已知双曲线方程为#!

*!
− !!

+!
= 1(𝑎 > 0 ,  𝑏 > 0)，左右两焦点分别为𝐹$ 、𝐹%，𝑃(𝑥), 𝑦))是双曲线上

一点，在焦点三角形𝑃𝐹$𝐹%中，∠𝐹$𝑃𝐹% = 𝜃，则有： 

①|𝑃𝐹$||𝑃𝐹%| =
%+!

$"6<= >
；②𝑆△B"CB! =

+!

D*@&!
= 𝑐|𝑦)|． 

6.圆锥曲线的光学性质 
（1）椭圆：从椭圆一个焦点发出的光线，经过椭圆的反射后，反射光线在下一次到达椭圆前，会经

过另一个焦点．椭圆上的点 P处的切线平分焦点△ 𝑃𝐹$𝐹%在点 P处的外角，切线的法线平分∠𝐹$𝑃𝐹%．  
（2）双曲线：从双曲线一个焦点发出的光线，经过双曲线的反射后，反射光线的反向延长线会经过

另一个焦点．双曲线上的点 P处的切线平分焦点△ 𝑃𝐹$𝐹%在点 P处的外角，切线的法线平分∠𝐹$𝑃𝐹%． 
（3）抛物线：从抛物线的焦点发出的光线，经过抛物线的反射后，反射光线平行于抛物线对称轴． 
四、直线与圆锥曲线 
1．直线与椭圆的位置关系 

设直线𝑙: 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏与椭圆𝐶: 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0，联立方程组N𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏
𝐹(𝑥, 𝑦) = 0，通过研究其解的个数； 

具体可分以下三步： 
第一步：消去一个未知数（如消去𝑦），得到核心方程𝐴𝑥% + 𝐵𝑥 + 𝐶 = 0； 
第二步：在𝛥 = 𝐵% − 4𝐴𝐶 > 0的前提下，写出关于交点的韦达并表达所求； 
第三步：运用代数方法解决问题． 
应特别注意： 
①首先检验直线的𝑙斜率不存在时是否满足题意； 

②在写出𝑥$ + 𝑥% = − .
-
；𝑥$𝑥% =

/
-
之前，要确保𝛥 ≥ 0 

2．直线与椭圆的位置关系问题，常涉及求取值范围或最值的问题，其解法思路是：找准变量，建立
目标函数，转化为求函数的最大（小）值问题．解题时不但要注意自变量范围的确定，还需要对整理后的

函数熟练地运用二次函数、分离常数项、均值不等式、导数等方法求其最大（小）值． 
3．注意总结面积的表达方式、线段长度的表达方式、点 P在以𝐴𝐵为直径的圆上，平行四边形、菱

形、三点共线等各种几何条件的转化． 
4．弦长公式： 
当直线的斜率存在时，𝑙 = √1 + 𝑘%|𝑥$ − 𝑥%| = P(1 + 𝑘%) ⋅ [(𝑥$ + 𝑥%)% − 4𝑥$𝑥%] 

或当 k存在且不为零时，𝑙 = r1 + $
'!
|𝑦$ − 𝑦%|， 

其中(𝑥$, 𝑦$), (𝑥%, 𝑦%)是直线与圆锥曲线的交点坐标． 
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1.4  典型例题选编 

1.4.1  直线与方程 

考点 1：倾斜角与斜率 

例 1.如果𝐴 ⋅ 𝐶 < 0且𝐵 ⋅ 𝐶 < 0，那么直线𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0不通过 
A．第一象限    B．第二象限    C．第三象限    D．第四象限 
例 2.直线𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + √3𝑦 + 2 = 0的倾斜角的取值范围是____________． 

例 3.“𝑚 = $
%
”是“直线(𝑚 + 2)𝑥 + 3𝑚𝑦 + 1 = 0与(𝑚 − 2)𝑥 + (𝑚 + 2)𝑦 − 3 = 0相互能直”的 

A．充分必要条件    B．充分而不必要条件    C．必要而不充分条件   D．既不充分也不必要条件 

例 4.点𝑃(𝑥, 𝑦)在以𝐴(−3,1), 𝐵(−1,0), 𝐶(−2,0)为顶点的△ 𝐴𝐵𝐶的内部运动（不包含边界），则!"%
#"$
的取值

范围是   A．[$
%
, 1]    B．($

%
, 1)    C．[$

E
, 1]    D．($

E
, 1) 

例 5.（2012北京）某棵果树前𝑛年的总产量𝑆@与𝑛之间的关系如下左图所示，从目前记录的结果看，

前𝑚年的年平均产量最高，𝑚的值为 
A.5         B.7         C.9          D.11 

          
例 6.（2017北京理）三名工人加工同一种零件，他们在一天中的工作情况上右图所示，其中点𝐴?的

横、纵坐标分别为第𝑖名工人上午的工作时间和加工的零件数，点𝐵?的横、纵坐标分别为第 i 名工人下午的

工作时间和加工的零件数，𝑖 = 1,2,3． 
①记𝑄?为第𝑖名工人在这一天中加工的零件总数，则𝑄$, 𝑄%, 𝑄F中最大的是____________． 
②记𝑝?为第𝑖名工人在这一天中平均每小时加工的零件数，则𝑝$, 𝑝%, 𝑝F中最大的是__________． 
例 7.（2011北京理）设𝐴(0,0), 𝐵(4,0), 𝐶(𝑡 + 4,4), 𝐷(𝑡, 4)(𝑡 ∈ 𝑅)．记𝑁(𝑡)为平行四边形𝐴𝐵𝐶𝐷内部（不

含边界）的整点的个数，其中整点是指横、纵坐标都是整数的点，则函数𝑁(𝑡)的值域为 
A．{9,10,11}    B．{9,10,12}    C．{9,11,12}    D．{10,11,12} 

考点 2：直线的方程 

例 1.若三点𝐴(2,2), 𝐵(𝑎, 0), 𝐶(0, 𝑏)(𝑎𝑏 ≠ 0)共线，则$
*
+ $

+
的值等于________． 

例 2.过点𝑃(2,1)作直线 l分别交 x，y的正半轴于𝐴, 𝐵两点 
（Ⅰ）求△ 𝐴𝐵𝑂面积的最小值及相应的直线 l的方程； 
（Ⅱ）当|𝑂𝐴| + |𝑂𝐵|取最小值时，求直线 l的方程； 
（Ⅲ）当|𝑃𝐴| ⋅ |𝑃𝐵|取最小值时，求直线 l的方程． 
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例 3.已知两点𝑀(−5,0)和𝑁(5,0)，若直线上存在点 P，使|𝑃𝑀| − |𝑃𝑁| = 6，则称该直线为“𝛽型直

线”．给出下列直线：①𝑦 = 𝑥 + 1；②𝑦 = 2；③𝑦 = E
F
𝑥；④𝑦 = 2𝑥 + 1，其中为“𝛽型直线”的是 

A．①②    B．①③    C．①④    D．③④ 
例 4.已知△ 𝐴𝐵𝐶中，𝐵(1,2), 𝐵𝐶边上的高线𝐴𝐷方程为𝑥 − 2𝑦 + 1 = 0角 A平分线方程为𝑦 = 0，求

𝐴𝐶, 𝐵𝐶边所在直线方程． 
例 5.函数𝑦 = 𝑎#($ − 2(𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1)的图象恒过定点𝐴，若点𝐴在直线𝑚𝑥＋𝑛𝑦 + 1 = 0上，其中

𝑚、𝑛 > 0，则 $
G
+ %

@
的最小值为_____． 

考点 3：直线的交点坐标与距离公式 

例 1.设直线𝑙$: 𝑦 = 𝑘$𝑥 + 1，𝑙%: 𝑦 = 𝑘%𝑥 − 1，其中实数𝑘$, 𝑘%满足𝑘$𝑘% + 2 = 0． 
（Ⅰ）证明𝑙$与𝑙%相交； 
（Ⅱ）证明𝑙$与𝑙%的交点在椭圆2𝑥% + 𝑦 = 1上． 

 
 
 
 
 
 
例 2.与直线𝑙: 𝑦 = 2𝑥平行，且到 l的距离为√5的直线方程为 

A．𝑦 = 2𝑥 ± √5    B．𝑦 = 2𝑥 ± 5    C．𝑦 = − $
%
𝑥 ± H

%
    D．𝑦 = − $

%
𝑥 ± √H

%
 

例 3.到两坐标轴距离相等的点的轨迹方程是 
A．𝑥 + 𝑦 = 0    B．𝑥 − 𝑦 = 0    C．|𝑥| − 𝑦 = 0    D．|𝑥| − |𝑦| = 0 
例 4.已知三条直线𝑙$: 2𝑥 − 𝑦 + 𝑎 = 0(𝑎 > 0)、𝑙%: −4𝑥 + 2𝑦 + 1 = 0和𝑙F: 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0且𝑙$与𝑙%的距离

是
I
$)√5． 

（Ⅰ）求 a的值； 
（Ⅱ）已知 P点到直线𝑙%的距离与 P点到直线𝑙F的距离之比是√2: √5，试求出点 P的轨迹方程． 

 
 
 
 
 
 

考点 4：对称问题 

例 1.点𝐴(−1,0)关于直线𝑙: 𝑦 = 𝑘𝑥(𝑘 ≠ 0)的对称点的坐标为_________． 
例 2.求与直线2𝑥＋𝑦 − 4 = 0关于直线𝑥 − 𝑦＋1 = 0对称的直线的方程． 
例 3.圆𝑥% + 𝑦% − 2𝑥 − 1 = 0关于直线2𝑥 − 𝑦 + 3 = 0对称的圆的方程是 

A．(𝑥 + 3)% + (𝑦 − 2)% = $
%
    B．(𝑥 − 3)% + (𝑦 + 2)% = $

%
 

C．(𝑥 + 3)% + (𝑦 − 2)% = 2    D．(𝑥 − 3)% + (𝑦 + 2)% = 2 
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考点 5：直线系 

例.（2021北京二中高一期末）设直线系𝑀: 𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃 + (𝑦 − 2)𝑠𝑖𝑛𝜃 = 1(0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋)，对于下列命题： 
（1）𝑀中所有直线均经过一个定点； 
（2）存在定点𝑃不在𝑀中的任一条直线上； 
（3）对于任意整数𝑛(𝑛 ≥ 3)，存在正𝑛边形，其所有边均在𝑀中的直线上； 
（4）𝑀中的直线所能围成的正三角形面积都相等. 
真命题有_______________. 

1.4.2  圆与方程 

考点 1：圆的方程 

例 1.（2020北京）某已知半径为1的圆经过点(3,4)，则其圆心到原点的距离的最小值为 
A.4        B.5       C.6       D.7 
例 2.求经过𝐴(4,2), 𝐵(−1,3)两点，且在两坐标轴上的四个截距之和是 2的圆的方程 
例 3.已知圆 C的圆心是直线𝑥 − 𝑦 + 1 = 0与 x轴的交点，且圆 C与直线𝑥 + 𝑦 + 3 = 0相切，则圆 C的

方程为_____________． 
例 4.已知圆𝑥% + 𝑦% − 2𝑥 +𝑚𝑦 = 0上任意一点M关于直线𝑥 + 𝑦 = 0的对称点 N也在圆上，则 m为 
A．2    B．−2    C．1    D．−1 
例 5.在平面直角坐标系内，若曲线𝐶: 𝑥% + 𝑦% + 2𝑎𝑥 − 4𝑎𝑦 + 5𝑎% − 4 = 0上所有的点均在第二象限

内，则实数 a的取值范围为 
A．(–∞,−2)    B．(–∞,−1)    C．(1, +∞)    D．(2, +∞) 
例 6.一圆过点𝑃(2,−1)且和直线𝑥 − 𝑦 − 1 = 0相切，圆心在直线𝑦 = −2𝑥上，求此圆的方程． 
 
 
 

 
例 7.如图，圆𝑂$与圆𝑂%的半径都是 1，𝑂$𝑂% = 4，过动点 P分别作圆𝑂$、圆𝑂%的切线𝑃𝑀、𝑃𝑁（M、

N分别为切点），使得𝑃𝑀 = √2𝑃𝑁，试建立适当的坐标系，并求动点 Р的轨迹方程． 
 

    
例 8.已知点𝑀(−3,0), 𝑁(3,0), 𝐵(1,0)，动圆 C与直线𝑀𝑁切于点 B，过M、N与圆 C相切的两直线相交

于点 P，则 P点满足的条件是 
A．|𝑃𝑀| − |𝑃𝑁| = 2         B．|𝑃𝑀| − |𝑃𝑁| = −2 
C．|𝑃𝑀| − |𝑃𝑁| = 2或−2    D．|𝑃𝑀| − |𝑃𝑁| = 1或−1 

O1 O2

P

M N
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考点 2：直线与圆 

例 1.（2019北京文）设抛物线𝑦% = 4𝑥的焦点为𝐹，准线为𝑙．则以𝐹为圆心，且与𝑙相切的圆的方程为. 
例 2.（2021北京）已知圆𝐶: 𝑥% + 𝑦% = 4，直线𝑙: 𝑦 = 𝑘𝑥 +𝑚，则当𝑘的值发生变化时，直线截得圆𝐶

弦长的最小值为 2，则𝑚的取值为 
A.±2        B.±√2         C.±√3         D.±3 
例 3.已知圆 C过点(1,0)，且圆心在 x轴的正半轴上，直线𝑙: 𝑦 = 𝑥 − 1被该圆所截得的弦长为2√2，则

圆 C的标准方程为___________． 
例 4.圆𝑥% + 𝑦% = 1与直线𝑦 = 𝑘𝑥 + 2没有公共点的充要条件是 
A．𝑘 ∈ (−√2, √2)    B．𝑘 ∈ (−∞,−√2) ∪ (√2,+∞) 
C．𝑘 ∈ (−√3,√3)    D．𝑘 ∈ (−∞,−√3) ∪ (√3,+∞) 
例 5.直线𝑦 = 𝑘𝑥 + 3与圆(𝑥 − 3)% + (𝑦 − 2)% = 4相交于M，N两点，若|𝑀𝑁| ≥ 2√3，则 k的取值范围 

A．[− F
E
, 0]    B．(−∞,− F

E
] ∪ [0, +∞)    C．[− √F

F
, √F
F
]    D．[− %

F
, 0] 

例 6.若⊙𝑂$: 𝑥% + 𝑦% = 5与⊙𝑂%: (𝑥 − 𝑚)F + 𝑦% = 20(𝑚 ∈ 𝑅)相交于 A、B两点，且两圆在点 A处的
切线互相垂直，则线段𝐴𝐵的长度是_________． 
例 7.在平面直角坐标系𝑥𝑂𝑦中，圆 C的方程为𝑥% + 𝑦% − 8𝑥 + 15 = 0，若直线𝑦 = 𝑘𝑥 − 2上至少存在

一点，使得以该点为圆心，1为半径的圆与圆 C有公共点，则 k的最大值是______________． 
例 8.已知圆𝑀: (𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃)% + (𝑦 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃)% = 1，直线𝑙: 𝑦 = 𝑘𝑥，下面四个命题 
A．对任意实数 k和𝜃，直线 l和圆M相切； 
B．对任意实数 k和𝜃，直线 l和圆M有公共点； 
C．对任意实数𝜃，必存在实数 k，使得直线 l和圆M相切； 
D．为任意实数 k，必存在实数𝜃，使得直线 l和圆M相切． 
其中真命题的代号是_______________．（写出所有真命题的代号）． 
例 9.已知圆𝐶: (𝑥 − 2)% + 𝑦% = 1，点 P在直线．𝑙: 𝑥 + 𝑦 + 1 = 0上，若过点 P 引圆的切线，切线长的

取值范围是_________﹔若过点 P存在圆的割线 m与圆 C交于 A、B两点，且C.
C-
= 2，则点 P横坐标𝑥)的

取值范围是__________． 

例 10.在平面直角坐标系𝑥𝑂𝑦中，O为坐标原点，动点 P与两个定点𝑀(1,0), 𝑁(4,0)的距离之比为$
%
． 

（Ⅰ）求动点 P的轨迹W的方程； 
（Ⅱ）若直线𝑙: 𝑦 = 𝑘𝑥 + 3与曲线W交于 A，B两点，在曲线W上是否存在一点 Q，使得𝑂𝑄777777⃗ = 𝑂𝐴77777⃗ +
𝑂𝐵77777⃗，若存在，求出此时直线 l的斜率；若不存在，说明理由． 

 
 
 
 
例 11.已知𝑚 ∈ 𝑹，直线𝑚𝑥 − (𝑚% + 1)𝑦 = 4𝑚和圆𝐶: 𝑥% + 𝑦% − 8𝑥 + 4𝑦 + 16 = 0． 

（Ⅰ）求直线 l斜率的取值范围； 

（Ⅱ）直线 l能否将圆 C分割成弧长的比值为
$
%
的两段圆弧？为什么？ 
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1.4.3  圆锥曲线与方程 

考点 1：椭圆 

例 1.根据下列条件求椭圆的标准方程 
（1）两个焦点的坐标分别是(−4,0)、(4,0)，椭圆上一点 P到两焦点距离的和等于 10； 

（2）两个焦点的坐标分别是(0, −2)、(0,2)，并且椭圆经过点(− F
%
, H
%
)； 

（3）椭圆经过两点(− F
%
, H
%
)，(√3, √5)； 

（4）离心率为√F
%
且过点(2,0)； 

例 2.如图，把椭圆#!

%H
+ !!

$J
= 1的长轴𝐴𝐵分成 8等份，过每个分点作 x轴的垂线交椭圆的上半部分于

𝑃$, 𝑃%, 𝑃F, 𝑃E, 𝑃H, 𝑃J, 𝑃I七个点，F是椭圆的一个焦点，则|𝑃$𝐹| + |𝑃%𝐹| + |𝑃F𝐹| + |𝑃E𝐹| + |𝑃H𝐹| + |𝑃J𝐹|+∣
𝑃I𝐹 =________． 

 

例 3.设𝐹$, 𝐹%是椭圆𝐸:
#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的左、右焦点，P为直线𝑥 = F*

%
上一点，△ 𝐹%𝑃𝐹$是底角为

30°的等腰三角形，则 E的离心率为（    ） 

A．$
%
         B．%

F
         C．F

E
         D．E

H
 

例 4.如图，已知|𝐴𝐵| = 10，图中的一系列圆是圆心分别为 A，B的两组同心圆，每组同心圆的半径分
别是 1，2，3，…，n，…．利用这两组同心圆可以画出以 A，B为焦点的椭圆，设其中经过点M，N，P
的椭圆的离心率分别是𝑒K , 𝑒L , 𝑒C，则（    ） 

 
A．𝑒K = 𝑒L = 𝑒C    B．𝑒C < 𝑒K = 𝑒L    C．𝑒K < 𝑒L < 𝑒C    D．𝑒C < 𝑒K < 𝑒L 
例 5.（2011北京理）曲线 C是平面内与两个定点𝐹$(−1,0)和𝐹%(1,0)的距离的积等于常数𝑎%(𝑎＞1)的点

的轨迹．给出下列三个结论：①曲线𝐶过坐标原点；②曲线𝐶关于坐标原点对称；③若点𝑃在曲线𝐶上，则

△ 𝐹$𝑃𝐹%的面积不大于
$
%
𝑎%．其中，所有正确结论的序号是    ． 
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例 6.椭圆#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的两个焦点𝐹$, 𝐹%，点 P在椭圆 C上，且𝑃𝐹$ ⊥ 𝐹$𝐹%，|𝑃𝐹$| =

E
F
，

|𝑃𝐹%| =
$E
F
． 

（Ⅰ）求椭圆 C的方程； 
（Ⅱ）若直线 l过圆𝑥% + 𝑦% + 4𝑥 − 2𝑦 = 0的圆心M交椭圆于 A、B两点，且 A、B关于点M对称，求直
线 L的方程． 

 
 
 
 
 
 
例 6.已知菱形𝐴𝐵𝐶𝐷的顶点 A，C在椭圆𝑥% + 3𝑦% = 4上，对角线𝐵𝐷所在直线的斜率为 1． 

（Ⅰ）当直线𝐵𝐷过点(0,1)时，求直线𝐴𝐶的方程； 
（Ⅱ）当∠𝐴𝐵𝐶 = 60°，求菱形𝐴𝐵𝐶𝐷面积的最大值． 

 
 
 
 
 
 

考点 2：双曲线 

例 1.（2016北京理）双曲线#!

*!
− !!

+!
=1（a＞0，b＞0）的渐近线为正方形 OABC的边 OA，OC所在的

直线，点 B为该双曲线的焦点．若正方形 OABC的边长为 2，则 a＝    ． 

例 2（2015北京理）已知双曲线#!

*!
−y2＝1（a＞0）的一条渐近线为√3x+y＝0，则 a＝    ． 

例 3.（2014北京理）设双曲线 C经过点（2，2），且与!!

E
−x2＝1具有相同渐近线，则 C的方程

为    ；渐近线方程为    ． 

例 4.（2018北京理）已知椭圆M:#
!

*!
+ !!

+!
=1（𝑎＞𝑏＞0），双曲线 N:#

!

G! −
!!

@!
=1．若双曲线𝑁的两条渐

近线与椭圆𝑀的四个交点及椭圆𝑀的两个焦点恰为一个正六边形的顶点，则椭圆𝑀的离心率为____；双曲
线𝑁的离心率为__________． 

例 5.（2021人大附中开学考）已知双曲线𝐶: #
!

*!
− !!

+!
= 1的左顶点为𝐴，右焦点为𝐹，动点𝐵在𝐶上．当

𝐵𝐹 ⊥ 𝐴𝐹时，|𝐴𝐹| = |𝐵𝐹|．则𝐶的离心率为__________. 

例 6.已知𝐹$, 𝐹%是椭圆和双曲线的公共焦点，P是他们的一个公共点，且∠𝐹$𝑃𝐹% =
&
F
，则椭圆和双曲

线的离心率的倒数之和的最大值为_____________． 
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例 7.（2021 八省联考） 

双曲线𝐶: #
!

*!
− !!

+!
= 1（𝑎, 𝑏＞0）的左顶点为𝐴，右焦点为𝐹，动点𝐵在𝐶上.当𝐵𝐹 ⊥ 𝐴𝐹时，|𝐴𝐹| = |𝐵𝐹|. 

（Ⅰ）求𝐶的离心率; 
（Ⅱ）若𝐵在第一象限，证明：∠𝐵𝐹𝐴 = 2∠𝐵𝐴𝐹. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

考点 3：抛物线 

例 1.（2020北京）设抛物线的顶点为𝑂，焦点为𝐹，准线为𝑙．𝑃是抛物线上异于𝑂的一点，过𝑃作𝑃𝑄 ⊥
𝑙于𝑄，则线段𝐹𝑄的垂直平分线 

A．经过点𝑂    B．经过点𝑃    C．平行于直线𝑂𝑃    D．垂直于直线𝑂𝑃 
例 2.（2021人大附中开学考）已知点𝑀(−1,0)，点𝑁在直线𝑦 = 𝑥 + 3上，若过点𝑀,𝑁且与直线𝑥 = 1

相切的圆有且仅有1个，则点𝑁的坐标为_____________． 

例 3.（2019北京理） 

已知抛物线𝐶：𝑥% = −2𝑝𝑦经过点(2, −1)． 

（Ⅰ）求抛物线𝐶的方程及其准线方程； 

（Ⅱ）设𝑂为原点，过抛物线𝐶的焦点作斜率不为0的直线𝑙交抛物线𝐶于两点𝑀,𝑁，直线𝑦 = −1分别交直线

𝑂𝑀，𝑂𝑁于点𝐴和点𝐵．求证：以𝐴𝐵为直径的圆经过𝑦轴上的两个定点． 
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§2  解析几何小题 

【模块解读】 
从近年的模拟题和高考题来看，解析几何的小题大致分为三类考向： 
第一类是基本概念的应用及拓展，即圆锥曲线的定义、基本参数、常用性质，包括定义拓展（如 2011

年理科卷考到了卡西尼卵形线），这类试题一般要求学生通过课内学习的逻辑和入手角度，对常规的、新的

场景进行朴素的解读，难点在新场景的陌生感导致遗忘了基本思路. 
第二类是基本公式及运算，此类题是解析几何小题中比较常见的，通过某个基本参数的定义和运算公

式，直接求得答案，如给定离心率和部分参数求曲线方程等，此类简单题一般在前几题的位置，属于必拿分

的试题；同时，也可能结合数学文化背景出一些难度稍大的压轴小题. 
第三类是几何特征的应用，此类题也是解析几何小题中比较常见的一类试题，其难点在于在将高中所

学曲线的定义及性质等与平面几何图形的几何特征相结合，通常也能用解析几何最常规也是最粗暴的算法

直接求出，但是显然结合几何特征会使运算律大幅减少. 
在本模块中，我们将首先从平面几何图形的性质进行回顾，所选的知识大部分是初中所学过的内容，强

调几何图形的辨识，更多条件转化的内容会在大题的部分提到；其次以 2020 和 2021 两年的北京各区新高

考改革下的模拟试题进行以上三类考向的分类突破，熟悉略高于高考题的考法；之后以近年北京卷涉及到

的真题部分进行集中练习，起到感知高考题难度的效果. 

2.1  平面几何图形 

【知识汇编】 
一、三角形 
1.坐标系内任意三点构成的三角形 
（1）面积公式：对于由平面直角坐标系内𝐴(𝑥$, 𝑦$), 𝐵(𝑥%, 𝑦%), 𝐶(𝑥F, 𝑦F)三点构成的三角形 

其面积为：𝑆△𝐴𝐵𝐶 =
$
%
|(𝑥$𝑦% + 𝑥%𝑦F + 𝑥F𝑦$) − (𝑥$𝑦F + 𝑥%𝑦$ + 𝑥F𝑦%)| = �$

%
�
1 1 1
𝑥$ 𝑥% 𝑥F
𝑦$ 𝑦% 𝑦F

��. 

特别地，对于过原点𝑂的三角形面积为𝑆△𝐴𝐵𝑂 =
$
%
|𝑥$𝑦% − 𝑥%𝑦$| = �$

%
B
𝑥$ 𝑥%
𝑦$ 𝑦%B�. 

（2）在三角形中找特殊的点和线的角度：对称、三角函数. 
2.圆中的三角形 
（1）一边为直径的三角形为直角三角形，如图 1 
①三角形面积可以直接用|𝐴𝐶| · |𝐶𝐵|来表示，周长可以用|𝐴𝐶| + |𝐶𝐵| + 2𝑟来表示. 
②在§1中，我们提到可以用𝐴、𝐵、𝐶三点的坐标建立直径式方程来确定该圆. 
（2）由圆上任意三点构成的三角形，如图 2 
通过连接圆心和三角形的顶点得到三个等腰三角形，作中垂线可以得到三线合一. 

 

O

A

B

C

O

A

B

C

�1 �2
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3.圆锥曲线中的三角形 
（1）椭圆、双曲线的焦点三角形（第一定义） 

 

①面积：x
椭圆：𝑆△B"CB! = 𝑏% 𝑡𝑎𝑛 >

%
																	

双曲线：𝑆△B"CB! =
+!

D*@&!
= 𝑏% 𝑐𝑜𝑡 >

%

 

②通常可以通过焦点三角形转化所求边（结合第一定义）. 
（2）椭圆、双曲线的特征三角形 

 
如图所示的两个三角形中可以找出椭圆方程中的三个基本参数. 
（3）椭圆、双曲线的顶点三角形（第三定义） 

 
（4）阿基米德三角形 
如图，以𝐹为焦点的抛物线𝑦% = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0)在点𝐴、𝐵处的切线相交于点𝑃，则△ 𝑃𝐴𝐵就是阿基米德三角

形，且称弦𝐴𝐵为阿基米德三角形的底边．𝐴(𝑥$, 𝑦$), 𝐵(𝑥%, 𝑦%), 𝐶(𝑥F, 𝑦F), 𝑃(𝑥), 𝑦)) 

 
①𝐴𝐵是切点弦，可以结合极点极线的内容进行处理. 
𝑃为定点，则𝐴𝐵的方程为𝑦)𝑦 = 𝑝(𝑥 + 𝑥))；𝐴𝐵过定点𝐶，则点𝑃在定直线𝑦)𝑦 = 𝑝(𝑥 + 𝑥))上；特殊地，

若底边 AB过的定点是焦点(;
%
, 0)，则点 P在准线𝑥 = − ;

%
上. 

F1 F2

P P

F1 F2

A F

B

ab

c Fc

a b

P

A BA B

P

F
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B
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②点 P的坐标为(!"!!
%;

, !"(!!
%
).（如果焦点在𝑦轴则坐标为(#"(#!

%
, #"#!
%;
)） 

③阿基米德三角形的底边中线平行于𝑥轴，底边𝐴𝐵的中点为𝑄，则𝑃𝑄 ∥ 𝑥轴. 
④设𝑃𝑄与抛物线交于点𝑀，则𝑀是线段𝑃𝑄的中点. 
⑤过点𝑀作抛物线的切线，则此切线和底边𝐴𝐵平行． 
二、四边形 
（1）坐标系内任意四点构成的四边形 
周长可以通过两点间距离公式求，面积可以通过将四边形分割为两个三角形来求解. 
（2）平行四边形 
①性质：对边平行且相等、对角线相互平分. 
②特殊化：椭圆中的平行四边形. 

 
③长方形：平行四边形+一个角为直角. 
正方形：长方形+四边相等. 
④菱形：过原点做垂直的直线，交椭圆于四个点，为菱形的顶点. 

 
三、圆 
1.平面几何中的圆 
（1）垂径定理 
①垂直于弦的直径平分这条弦，并且平分弦所对的两条弧．关于垂径定理的计算常与勾股定理相结合，

解题时往往需要添加辅助线，一般过圆心作弦的垂线，构造直角三角形． 
②推论：平分弦（不是直径）的直径垂直于弦，并且平分弦所对的两条弧； 
弦的垂直平分线经过圆心，并且平分弦所对的两条弧． 
（2）*托勒密定理：圆的内接四边形中，两对角线所包矩形的面积等于一组对边所包矩形的面积与另一

组对边所包矩形的面积之和. 
如图有𝐴、𝐵、𝐶、𝐷四点共圆，𝐴𝐵𝐶𝐷是圆𝑂的一个内接凸四边形，则：|𝐴𝐵| × |𝐶𝐷| = |𝐴𝐶| × |𝐵𝐷|. 
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（3）三角形与圆 
①三角形的外接圆：经过三角形各顶点的圆叫做三角形的外接圆，圆心叫做三角形的外心，这个三角形

叫做圆的内接三角形．外心是三角形三条垂直平分线的交点，它到三角形的三个顶点的距离相等． 
②三角形的内切圆：与三角形各边都相切的圆叫做三角形的内切圆，内切圆的圆心叫做三角形的内心，

这个三角形叫做圆的外切三角形．内心是三角形三条角平分线的交点，它到三角形的三条边的距离相等． 
2.解析几何中的特殊圆 
（1）阿波罗尼斯圆：一般地，平面内到两个定点距离之比为常数𝜆(𝜆 > 0 ,  𝜆 ≠ 1)的点的轨迹是圆，此

圆被叫做“阿波罗尼斯圆”．特殊地，当𝜆 = 1时，点𝑃的轨迹是线段𝐴𝐵的中垂线． 
如图： 

𝐴、𝐶、𝐵、𝐷为调和点列； 
𝑃𝐶、𝑃𝐷分别为∠𝐴𝑃𝐵的内、外角平分线； 

𝑃𝐶 ⊥ 𝑃𝐷； 
以上三个条件中，知道任意两个都可以推得第三个！ 

 
（2）蒙日圆：在椭圆（双曲线）中，任意两条互相垂直的切线的交点都在同一个圆上，它的圆心是椭

圆（双曲线）的中心，半径等于长半轴（实半轴）与短半轴（虚半轴）平方和（差）的算术平方根，这个圆

叫蒙日圆. 

对于椭圆：𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1，蒙日圆为：𝑥% + 𝑦% = 𝑎% + 𝑏%. 

对于双曲线：𝐶: #
!

*!
− !!

+!
= 1，蒙日圆为：𝑥% + 𝑦% = 𝑎% − 𝑏%. 

对于抛物线，为其准线.  
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2.2  解析几何小题（模拟） 

考点 1：基本概念的应用及拓展 

! 1.(2021*+W})已知椭圆𝐶$:
#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的右焦点𝐹与抛物线𝐶%: 𝑦% = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0)的焦点重

合，𝑃为椭圆𝐶$与抛物线𝐶%的公共点，且𝑃𝐹 ⊥ 𝑥轴，那么椭圆𝐶$的离心率为 

A．√2 − 1 B．√F
F

 C．√%
%

 D．√3 − 1 

! 2.(2021Ê+W})抛物线具有以下光学性质：从焦点出发的光线经抛物线反射后平行

于抛物线的对称轴．该性质在实际生产中应用非常广泛．如图，从抛物线𝑦% = 4𝑥

的焦点𝐹发出的两条光线𝑎, 𝑏分别经抛物线上的𝐴, 𝐵两点反射，已知两条入射光线与

x轴所成锐角均为60°，则两条反射光线𝑎M和𝑏M之间的距离为 

A．%√F
F

 B．N
F
 C．E√F

F
 D．N√F

F
 

! 3.(2021,-W})已知抛物线𝐶: 𝑦% = 4𝑥的焦点为 F，准线为 l，点 P是直线 l上的动点．若点 A在抛物

线 C上，且|𝐴𝐹| = 5，则|𝑃𝐴| + |𝑃𝑂|（O为坐标原点）的最小值为 

A．8 B．2√13 C．√41 D．6 

! 4.(2021./W})𝑃为抛物线𝑦% = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0)上一点,点𝑃到抛物线准线和对称轴的距离为 10和 6,则𝑝 = 

A．2 B．4 C．4或9 D．2或18 

! 5.(2021012W})过抛物线𝑦% = 4𝑥焦点𝐹的直线交抛物线于𝐴, 𝐵两点,若𝐹是线段𝐴𝐵的中点,则|𝐴𝐵| = 

A．1 B．2 C．3 D．4 

! 6.(202183W})已知点𝑃是抛物线𝑦% = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0)上一点，且点𝑃到点𝐴(0,−2)的距离与到 y轴的距离

之和的最小值为2√3 − 2√2，则𝑝 = 

A．2√2 B．4 C．3√2 D．4√2 

! 7.(202142W})已知双曲线𝐶: #
!

*!
− !!

+!
= 1(𝑎 > 0, 𝑏 > 0)的离心率为√3，则点𝑀(3,0)到双曲线𝐶的渐近

线的距离为 

A．2 B．√6 C．F√F
%

 D．2√2 

! 8.(202156W})曲线#!

H
− !!

F
= 1与曲线#!

F
− !!

H
= 1的 

A．焦距相等        B．实半轴长相等     C．虚半轴长相等    D．离心率相等 

! 9.(2021òó·})已知 F为抛物线𝑦% = 4𝑥的焦点，𝑃(𝑥), 𝑦))是该抛物线上的一点.若|𝑃𝐹| > 2，则 

A．𝑥) ∈ (0,1)     B．𝑥) ∈ (1,+∞)     C．𝑦) ∈ (2,+∞)      D．𝑦) ∈ (−∞, 2) 

! 10.(202142·})设𝐹$, 𝐹%是双曲线𝐶:
#!

F
− 𝑦% = 1的两个焦点，O为坐标原点，点 P在双曲线 C上，且

|𝑂𝑃| = |𝑂𝐹$|.则△ 𝑃𝐹$𝐹%的面积为 

A．H
%
 B．2 C．F

%
 D．1 
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! 11.(2020*+W})设𝑂为坐标原点，点𝐴(1,0)，动点𝑃在抛物线𝑦% = 2𝑥上，且位于第一象限，𝑀是线段

𝑃𝐴的中点，则直线𝑂𝑀的斜率的范围为 

A．(0,1] B．(0, √%
%
) C．(0, √%

%
] D．[√%

%
, +∞) 

! 12.(2020Ê+W})设𝐴(2,−1), 𝐵(4,1)，则以线段𝐴𝐵为直径的圆的方程是 

A．(𝑥 − 3)% + 𝑦% = 2 B．(𝑥 − 3)% + 𝑦% = 8 

C．(𝑥 + 3)% + 𝑦% = 2 D．(𝑥 + 3)% + 𝑦% = 8 

! 13.(2020,-W})已知抛物线𝐶：𝑦% = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0)的焦点为𝐹，准线为𝑙，点𝐴是抛物线𝐶上一点，𝐴𝐷 ⊥ 

𝑙于𝐷.若𝐴𝐹 = 4，∠𝐷𝐴𝐹 = 60°，则抛物线𝐶的方程为 

A．𝑦% = 8𝑥 B．𝑦% = 4𝑥 C．𝑦% = 2𝑥 D．𝑦% = 𝑥 

! 14.(2020./W})过抛物线𝐶:𝑦% = 2𝑝𝑥（𝑝 > 0）的焦点 F作倾斜角为60°的直线与抛物线𝐶交于两个不

同的点𝐴, 𝐵（点𝐴在𝑥轴上方），则
|-B|
|.B|的值为 

A．$
F
 B．E

F
 C．√3 D．3 

! 15.(202083W})若抛物线𝑦% = 2𝑝𝑥的焦点与双曲线#!

F
− 𝑦% = 1的右焦点重合，则𝑝的值为 

A．4 B．2 C．√2 D．2√2 

! 16.(2020ß7W})若抛物线𝑦% = 4𝑥上一点𝑀到其焦点的距离等于2，则𝑀到其顶点𝑂的距离等于 

A．√3              B．2               C．√5              D．3 

! 17.(202056W})已知圆𝐶与圆(𝑥 − 1)%＋𝑦%＝1关于原点对称，则圆 C的方程为 

A．𝑥%＋𝑦%＝1	      B．𝑥%＋(𝑦 + 1)%＝1  C．𝑥%＋(𝑦 − 1)%＝1  D．(𝑥 + 1)%＋𝑦%＝1 

! 18.(2020g8W})设直线𝑙过点𝐴(0,−1)，且与圆𝐶：𝑥% + 𝑦% − 2𝑦 = 0相切于点𝐵，那么𝐴𝐵77777⃗ ⋅ 𝐴𝐶77777⃗ = 

A．±3 B．3 C．√3 D．1 

! 19.(20209:W})如果直线𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1与圆𝐶: 𝑥% + 𝑦% = 1相交，则点𝑀(𝑎, 𝑏)与圆 C的位置关系是 

A．点M在圆 C上   B．点M在圆 C外    C．点M在圆 C内   D．上述三种情况都有可能 

! 20.(2020;<W})已知双曲线𝐶： #!

$J
− !!

O
= 1的右焦点为𝐹，过原点𝑂的直线与双曲线𝐶交于𝐴, 𝐵两点，

且∠𝐴𝐹𝐵 = 60°，则△ 𝐵𝑂𝐹的面积为 

A．F√F
%

 B．O√F
%

 C．F
%
 D．O

%
 

! 21.(2020òó·})若抛物线𝑦% = 12𝑥的焦点为𝐹，点𝑃在此抛物线上且横坐标为 3，则|𝑃𝐹|等于 

A．4 B．6 C．8 D．10 

! 22.(2020,-·})圆心在直线𝑥 − 𝑦 = 0上且与𝑦轴相切于点(0,1)的圆的方程是 

A．(𝑥 − 1)% + (𝑦 − 1)% = 1 B．(𝑥 + 1)% + (𝑦 + 1)% = 1 

C．(𝑥 − 1)% + (𝑦 − 1)% = 2 D．(𝑥 + 1)% + (𝑦 + 1)% = 2 

! 23.(2020==·})抛物线𝑦% = 4𝑥上的点与其焦点的距离的最小值为 

A．4 B．2 C．1 D．$
%
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! 24.(2020./·})已知抛物线M：𝑥% = 2𝑝𝑦(𝑝 > 0)的焦点与双曲线 N：!!

F
− 𝑥% = 1的一个焦点重合，

则𝑝 = 

A．√2 B．2 C．2√2 D．4 

! 25.(2020g8·})若抛物线𝑦% = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0)上任意一点到焦点的距离恒大于1，则𝑝的取值范围是 

A.𝑝 < 1             B.𝑝 > 1             C.𝑝 < 2             D.𝑝 > 2 

! 26.(202142W})抛物线𝐶: 𝑦% = 8𝑥的焦点为𝐹，则点𝐹的坐标为___________，若抛物线上一点𝐴到𝑦轴

的距离为2，则|𝐴𝐹| =___________. 

! 27.(2021*+W})已知抛物线𝐶: 𝑦% = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0)过点𝑀(4,4)，那么抛物线𝐶的准线方程为_________，

设𝑁为平面直角坐标系𝑥𝑂𝑦内一点，若线段𝑀𝑁的垂直平分线过抛物线𝐶的焦点𝐹，那么线段𝐹𝑁的长度

为________． 

! 28.(2020,-·})已知双曲线𝐶的焦点为𝐹$(0,2)，𝐹%(0, −2)，实轴长为 2，则双曲线𝐶的离心率是
______；若点𝑄是双曲线𝐶的渐近线上一点，且𝐹$𝑄 ⊥ 𝐹%𝑄，则△ 𝑄𝐹$𝐹%的面积为______． 

! 29.(202042·})已知抛物线𝐶：𝑦% = 2𝑥的焦点为𝐹，点𝑀在抛物线𝐶上，|𝑀𝐹| = 1，则点𝑀的横坐标是

________，△𝑀𝑂𝐹（𝑂为坐标原点）的面积为_________． 

! 30.(2021==·})曲线 C是平面内与两个定点𝐹$(0,1), 𝐹%(0, −1)的距离的积等于
F
%的点 P的轨迹，给出

下列四个结论：①曲线 C关于坐标轴对称；②△𝐹$𝑃𝐹%周长的最小值为2 + √6；③点 P到 y轴距离的

最大值为√%
%
；④点 P到原点距离的最小值为√%

%
．其中所有正确结论的序号是__________． 

【题源】>2011 PQÌ?曲线𝐶是平面内与两个定点𝐹$(−1,0), 𝐹%(1,0)的距离的积等于常数𝑎%(𝑎＞1)的点的轨

迹．给出下列三个结论：①曲线 C过坐标原点；②曲线 C关于坐标原点对称；③若点 P在曲线 C上，

则△F1PF2的面积不大于
$
%
a2．其中，所有正确结论的序号是__________． 

! 31.(2021g8·})若抛物线𝑦% = 4𝑥上一点𝑀到焦点的距离为 3，则点𝑀到𝑦轴的距离为________． 

! 32.(2021Ê+·})对于抛物线𝐶，给出下列三个条件：①对称轴为𝑦轴；②过点(1,1)；③焦点到准线的

距离为2.写出符合其中两个条件的一个抛物线𝐶的标准方程___________. 

! 33.(2021./·})已知点𝑃(𝑥), 𝑦))为抛物线𝐶: 𝑥% = 4𝑦上的点，且点 P到抛物线 C焦点的距离为 3，则

|𝑥)| =_________. 

! 34.(202142·})若三个点𝑀(3,2√6), 𝑁(2,2√3), 𝑄(3,−2√6)中恰有两个点在抛物线𝑦% = 2𝑝𝑥上，则该

抛物线的方程为___________. 

! 35.(202142·})设𝑚 ∈ 𝑹，过定点M的直线𝑙$: 𝑥 + 𝑚𝑦 − 3𝑚 − 1 = 0与过定点 N的直线𝑙%:𝑚𝑥 − 𝑦 − 

3𝑚 + 1 = 0相交于点 P，线段 AB是圆𝐶: (𝑥 + 1)% + (𝑦 + 1)% = 4的一条动弦，且|𝐴𝐵| = 2√2，给出下

列四个结论：①𝑙$一定垂直𝑙%；②|𝑃𝑀| + |𝑃𝑁|的最大值为 4；③点 P的轨迹方程为(𝑥 − 2)
% + (𝑦 −

2)% = 1④|𝑃𝐴77777⃗ + 𝑃𝐵77777⃗ |的最小值为4√2其中所有正确结论的序号是__________. 

! 36.(2020*+W})圆心在𝑥轴上，且与直线𝑙$: 𝑦 = 𝑥和𝑙%: 𝑦 = 𝑥 − 2都相切的圆的方程为______. 

! 37.(2020òóW})已知点 P(1,2)在抛物线 C: 𝑦% = 2𝑝𝑥上，则抛物线𝐶的准线方程为_______. 
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! 38.(2020,-W})数学中有许多寓意美好的曲线，曲线𝐶: (𝑥% + 𝑦%)F = 4𝑥%𝑦%被称

为“四叶玫瑰线”（如图所示）.给出下列三个结论：①曲线𝐶关于直线𝑦 = 𝑥对称；

②曲线𝐶上任意一点到原点的距离都不超过1；③存在一个以原点为中心、边长为

√2的正方形，使得曲线𝐶在此正方形区域内（含边界）. 

其中，正确结论的序号是________. 

! 39.(2020012W})已知𝐹是抛物线𝐶：𝑦% = 4𝑥的焦点，𝑀是𝐶上一点，𝐹𝑀的延长线交𝑦轴于点𝑁.若𝑀

为𝐹𝑁的中点，则|𝐹𝑁| =______. 

! 40.(2020ß7W})在直角坐标系𝑥𝑂𝑦中，双曲线#!

*!
− !!

+!
= 1（𝑎 > 0, 𝑏 > 0）的离心率𝑒 > 2，其渐近线

与圆𝑥% + (𝑦 − 2)% = 4交𝑥轴上方于𝐴, 𝐵两点，有下列三个结论： 

①|𝑂𝐴
→
− 𝑂𝐵

→
| < |𝑂𝐴

→
+ 𝑂𝐵

→
|；②|𝑂𝐴

→
− 𝑂𝐵

→
|存在最大值；③|𝑂𝐴

→
+ 𝑂𝐵

→
| > 6． 

则正确结论的序号为_______. 

! 41.(2020==·})曲线𝐶是平面内到定点𝐹(F% , 0)和定直线𝑙：𝑥 = − F
%的距离之和等于 5的点的轨迹，给

出下列三个结论：①曲线𝐶关于𝑦轴对称；②若点𝑃(𝑥, 𝑦)在曲线𝐶上，则𝑦满足|𝑦| ≤ 4；③若点𝑃(𝑥, 𝑦)

在曲线𝐶上，则1 ≤ |𝑃𝐹| ≤ 5. 

其中，正确结论的序号是________. 

! 42.(2020./·})已知集合𝑃 = {(𝑥, 𝑦)|(𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)% + (𝑦 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃)% = 4,0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋}.由集合 P中所有的点

组成的图形如图中阴影部分所示，中间白色部分形如美丽的“水滴”.给出下列结论： 

①“水滴”图形与 y轴相交，最高点记为 A，则点 A的坐标为(0,1)； 

②在集合 P中任取一点M，则M到原点的距离的最大值为 3； 

③阴影部分与 y轴相交，最高点和最低点分别记为 C，D，则|𝐶𝐷| = 3 + √3； 

④白色“水滴”图形的面积是$$
J
𝜋 − √3. 

其中正确的有____________. 
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考点 2：基本公式及运算 

! 1.(2021,-W})已知双曲线𝐶: #
!

*!
− !!

+!
= 1(𝑎 > 0, 𝑏 > 0)的离心率为2，则双曲线𝐶的渐近线方程为 

A．𝑦 = ±√3𝑥 B．𝑦 = ± √F
F
𝑥 C．𝑦 = ± $

%
𝑥 D．𝑦 = ±2𝑥 

! 2.(2021./W})已知双曲线#!

*!
− 𝑦% = 1(𝑎 > 0)的离心率是√H

%
，则𝑎 = 

A．√2 B．2 C．2√2 D．4 

! 3.(202156W})“𝑎 = 0”是直线(𝑎 + 1)𝑥 + (𝑎 − 1)𝑦 + 2𝑎 = 0(𝑎 ∈ 𝑅)与圆𝑥% + 𝑦% = 4相交的 

A．充分而不必要条件   B．必要而不充分条件   C．充分必要条件   D．即不充分也不必要条件 

! 4.(2021*+·})已知双曲线𝐶:𝑚𝑥% − 𝑛𝑦% = 1(𝑚𝑛 > 0)，那么“双曲线𝐶的渐近线为𝑦 = ±2𝑥”是 

“𝑚 = 4𝑛”的 

A．充分而不必要条件   B．必要而不充分条件   C．充分必要条件   D．既不充分也不必要条件 

! 5.(2021Ê+·})若直线𝑦 = 2𝑥与双曲线 #!

*!
− !!

+!
= 1无公共点，则双曲线𝐶的离心率可能是 

A．√F
%

 B．1 C．2 D．2√3 

! 6.(2021,-·})已知双曲线𝐶: 𝑥% − !!

+!
= 1的一个焦点为(−2,0)，则双曲线𝐶的一条渐近线方程为 

A．√3𝑥 + 𝑦 = 0 B．√3𝑥 + 𝑦 = 0 C．𝑥 + √3𝑦 − 1 = 0 D．√3𝑥 + 𝑦 − 1 = 0 

! 7.(2021,-·})若圆𝑂: 𝑥% + 𝑦% = 1上存在点𝑃，直线𝑙: 𝑦 = 𝑘(𝑥 + 2)上存在点𝑄，使得𝑂𝑃77777⃗ = 𝑄𝑂777777⃗，实数

𝑘的取值范围为 

A．[−√3, √3] B．[− √F
F
, √F
F
] C．{−√3, √3} D．{− √F

F
, √F
F
} 

! 8.(2021./·})已知双曲线#!

*!
− 𝑦% = 1(𝑎 > 0)的渐近线与圆𝑥% + 𝑦% − 4𝑦 + 3 = 0相切，则𝑎 = 

A．3 B．√3 C．√F
F

 D．$
F
 

! 9.(2021./·})如图，半椭圆#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑥 ≥ 0)与半椭圆!!

+!
+ #!

6!
= 1(𝑥 ≤ 0)组成的曲线称为“果圆”，

其中𝑎% = 𝑏% + 𝑐%, 𝑎 > 0, 𝑏 > 𝑐 > 0.𝐴$, 𝐴%和𝐵$, 𝐵%分别是“果圆”与 x轴，y轴的交点.下列三个结论： 

①√2𝑐 < 𝑎 < √2𝑏； 

②若|𝐴$𝐴%| = |𝐵$𝐵%|，则𝑎: 𝑏: 𝑐 = 5: 4: 3； 

③若在“果圆”y轴右侧部分上存在点 P，使用∠𝐴$𝑃𝐴% = 90°，则$
%
< 6

*
< √H"$

%
. 

其中，所有正确结论的序号是 

A．①② B．①③ 

C．②③ D．①②③ 

! 10.(20218ê@·})已知抛物线𝐶: 𝑦% = 2𝑝𝑥(𝑝 > 0)的焦点为𝐹，过𝐹且斜率为√3的直线与抛物线 C上

相交于𝑃, 𝑄两点，且𝑃, 𝑄两点在准线上的投影分别为𝑀,𝑁两点，则△ 𝐹𝑀𝑁的面积为 

A．N
F
𝑝% B．N√F

F
𝑝% C．E√F

F
𝑝% D．%√F

F
𝑝% 

:C
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! 11.(2021Ëg·})已知双曲线#!

*!
− !!

+!
= 1的离心率为√2，则其渐近线方程为 

A．𝑦 = ±𝑥 B．𝑦 = ±√2𝑥 C．𝑦 = ±√3𝑥 D．𝑦 = ±2𝑥 

! 12.(2020*+W})若双曲线𝐶: 𝑥% − !!

+!
= 1(𝑏 > 0)的一条渐近线与直线𝑦 = 2𝑥 + 1平行，则𝑏的值为 

A．1 B．√2 C．√3 D．2 

! 13.(2020òóW})已知双曲线𝑥% − !!

+!
= 1(𝑏 > 0)的离心率为√5,则 b的值为 

A．1 B．2 C．3 D．4 

! 14.(2020,-W})在△ 𝐴𝐵𝐶中，𝐴𝐵 = 𝐵𝐶，∠𝐴𝐵𝐶 = 120°.若以𝐴，𝐵为焦点的双曲线经过点𝐶，则该双曲

线的离心率为 

A．√H
%

 B．√I
%

 C．√F($
%

 D．√3 

! 15.(2020./W})圆(𝑥 − 1)% + 𝑦% = 2的圆心到直线𝑥 + 𝑦 + 1 = 0的距离为 

A．2 B．√2 C．1 D．√%
%

 

! 16.(2020012W})圆𝑥% + 𝑦% − 2𝑥 − 8𝑦 + 13 = 0的圆心到直线𝑎𝑥 + 𝑦 − 1 = 0的距离为 1，则𝑎 = 

A．− E
F
 B．− F

E
 C．√3 D．2 

! 17.(2020g8W})双曲线#!

G
− 𝑦% = 1(𝑚 > 𝑐)的一条渐近线方程为𝑥 + 2𝑦 = 0，那么它的离心率为 

A．√3 B．√5 C．√J
%

 D．√H
%

 

! 18.(20209:W})已知斜率为𝑘的直线𝑙与抛物线𝐶: 𝑦% = 4𝑥交于𝐴, 𝐵两点，线段𝐴𝐵的中点为

𝑀(1,𝑚)(𝑚 > 0)，则斜率𝑘的取值范围是 

A．(−∞, 1) B．[−∞, 1) C．(1, +∞) D．[1, +∞) 

! 19.(2020*+·})双曲线𝐶: 𝑥% − !!

+!
=1的渐近线与直线𝑥 = 1交于𝐴, 𝐵两点，且|𝐴𝐵| = 4，那么双曲线𝐶

的离心率为 

A．√2 B．√3 C．2 D．√5 

! 20.(2020Ê+·})抛物线𝑥% = 4𝑦的准线方程是 

A．𝑦 = 1 B．𝑦 = −1 C．𝑥 = −1 D．𝑥 = 1 

! 21.(2020Ê+·})若圆𝑥% + 𝑦% − 4𝑥 + 2𝑦 + 𝑎 = 0与𝑥轴、𝑦轴均有公共点，则实数𝑎的取值范围是 

A．(−∞, 1] B．(−∞, 0] C．[0, +∞) D．[5, +∞) 

! 22.(2020,-·})直线 l过抛物线𝑦% = 2𝑥的焦点 F，且 l与该抛物线交于不同的两点𝐴(𝑥$, 𝑦$)，

𝐵(𝑥%, 𝑦%)．若𝑥$ + 𝑥% = 3，则弦 AB的长是 

A．4 B．5 C．6 D．8 

! 23.(202042·})若双曲线#!

*!
− !!

+!
= 1(𝑎 > 0, 𝑏 > 0)的一条渐近线经过点(1, √3)，则双曲线的离心率为 

A．√2 B．√3 C．2 D．√5 
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! 24.(2021*+W})已知双曲线𝐶: 𝑥% − !!

G
= 1经过点(√2, 2)，那么 m的值为____，C的渐近线方程为___. 

! 25.(2021Ê+W})已知双曲线𝐶: #
!

N
− !!

E
= 1，则𝐶的渐近线方程是__________；过𝐶的左焦点且与𝑥轴垂

直的直线交其渐近线于𝑀,𝑁两点，𝑂为坐标原点，则△ 𝑂𝑀𝑁的面积是_________． 

! 26.(202183W})已知𝐹$, 𝐹%分别为双曲线𝐶: 𝑥% −
!!

F
= 1的左、右焦点，过点𝐹%作𝑥轴的垂线交双曲线𝐶

于𝑃, 𝑄两点，则双曲线𝐶的渐近线方程为____________；△ 𝑃𝐹$𝑄的面积为________． 

! 27.(202056W})已知抛物线𝑦% = 2𝑝𝑥 的焦点与双曲线#!

E
− 𝑦% = 1的右顶点重合，则抛物线的焦点坐

标为__________；准线方程为___________. 

! 28.(20209:W})双曲线𝑦% − 𝑥% = 1的焦点坐标是_______________，渐近线方程是_______________. 

! 29.(2021òóW})设双曲线的两条渐近线互相垂直，则此双曲线的离心率为___________. 

! 30.(2021òóW})对平面直角坐标系𝑥𝑂𝑦中的两组点，如果存在一条直线𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0使这两组点分

别位于该直线的两侧，则称该直线为“分类直线”.对于一条分类直线𝑙，记所有的点到𝑙的距离的最小值

为𝑑4，约定：𝑑4越大，分类直线𝑙的分类效果越好.某学校高三（2）班的 7位同学在 2020年期间网购

文具的费用𝑥 (单位：百元)和网购图书的费用𝑦 (单位：百元)的情况如图所示，现将𝑃$，𝑃%，𝑃F和𝑃E为

第Ⅰ组点.将𝑄$，𝑄%和𝑄F归为第Ⅱ点.在上述约定下，可得这两组点的分类效果最好的分类直线，记为𝐿.

给出下列四个结论： 

①直线𝑥 = 2.5比直线3𝑥 − 𝑦 − 5 = 0的分类效果好；②分类直线𝐿的斜率为

2；③该班另一位同学小明的网购文具与网购图书的费用均为 300元，则小

明的这两项网购花销的费用所对应的点与第Ⅱ组点位于𝐿的同侧；④如果从

第Ⅰ组点中去掉点𝑃$，第Ⅱ组点保持不变，则分类效果最好的分类直线不是𝐿. 

其中所有正确结论的序号是___________. 

! 31.(2021==·})若双曲线𝐶: #
!

*!
− !!

+!
= 1(𝑎 > 0, 𝑏 > 0)的焦距等于实轴

长的√3倍，C的渐近线方程为 

! 32.(2020Ê+W})设双曲线#!

E
− !!

+!
= 1(𝑏 > 0)的一条渐近线方程为𝑦 = √%

%
𝑥，则该双曲线的离心率为 

! 33.(2020òóW})已知点 P(1,2)在抛物线 C: 𝑦% = 2𝑝𝑥上，则抛物线𝐶的准线方程为_______. 

! 34.(202042W})设抛物线𝑥%＝2𝑝𝑦经过点(2,1)，则抛物线的焦点坐标为_____. 

! 35.(202083W})圆(𝑥 − 1)% + 𝑦% = 1的圆心到直线𝑥 + √3𝑦 + 1 = 0的距离为______. 

! 36.(2020g8W})如果抛物线𝑦% = 2𝑝𝑥上一点𝐴(4,𝑚)到准线的距离是 6，那么𝑚 =______. 

! 37.(2020;<W})经过点𝑀(−2,0)且与圆𝑥% + 𝑦% = 1相切的直线𝑙的方程是____________. 

! 38.(2020Ê+·})若双曲线#!

*!
− !!

$J
= 1(𝑎 > 0)经过点(2,0)，则该双曲线渐近线的方程为____． 

! 39.(2020òó·})已知双曲线𝐸的一条渐近线方程为𝑦 = 𝑥，且焦距大于 4，则双曲线𝐸的标准方程可以

为______．（写出一个即可） 

! 40.(2020./·})已知双曲线𝐶: #
!

*!
− !!

+!
= 1(𝑎 > 0，𝑏 > 0)的离心率为√3，则双曲线 C的渐近线方程 

! 41.(202042·})若直线𝑥 = 3与圆𝑥% + 𝑦% − 2𝑥 − 𝑎 = 0相切，则𝑎 =_________．  
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考点 3：几何特征的应用 
! 1.(2021*+W})已知圆𝑥% + 𝑦% = 1截直线𝑦 = 𝑘(𝑥 + 1)(𝑘 > 0)所得弦的长度为1，那么𝑘的值为 

A．$
%
 B．√F

F
 C．1 D．√3 

! 2.(2021òóW})已知点𝐴(𝑥$, 𝑥$%)，𝐵(𝑥%, 𝑥%%)，𝐶(0,
$
E
)，则“△ 𝐴𝐵𝐶是等边三角形”是“直线𝐴𝐵的斜率为 0” 

A．充分而不必要条件   B．必要而不充分条件   C．充分必要条件   D．既不充分也不必要条件 

! 3.(2021,-W})已知圆𝑥% + 𝑦% = 4截直线𝑦 = 𝑘𝑥 + 2所得弦的长度为2√3，则实数𝑘 = 

A．√2 B．−√3 C．±√2 D．±√3 

! 4.(2021==W})已知圆(𝑥 − 𝑎)% + (𝑦 − 𝑏)% = 1经过原点，则圆上的点到直线𝑦 = 𝑥 + 2距离的最大值 

A．2√2 B．√2 + 2 C．√2 + 1 D．√2 

! 5.(2021./W})若直线𝑦 = 𝑘𝑥 + 1是圆𝑥% + 𝑦% − 2𝑥 = 0的一条对称轴，则𝑘的值为 

A．− $
%
 B．−1 C．1 D．2 

! 6.(2021012W})瑞士著名数学家欧拉在 1765年证明了定理：三角形的外心、重心、垂心位于同一

条直线上，这条直线被后人称为三角形的“欧拉线”.在平面直角坐标系中作△ 𝐴𝐵𝐶，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 4，点

𝐵(−1,3),点𝐶(4,−2)，且其“欧拉线”与圆𝑀: (𝑥 − 𝑎)% + (𝑦 − 𝑎 + 3)% = 𝑟%相切.则圆𝑀上的点到直线 

𝑥 − 𝑦 + 3 = 0的距离的最小值为 

A．2√2 B．3√2 C．4√2 D．6 
【拓展】(2020,-AB·)瑞士著名数学家欧拉在 1765年证明了定理：三角形的外心、重心、垂心位于同
一条直线上，这条直线被后人称为三角形的“欧拉线”.在平面直角坐标系中作△ 𝐴𝐵𝐶，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 4，点𝐵(0,3),
点𝐶(4,−1)，且△ 𝐴𝐵𝐶的“欧拉线”与圆(𝑥 − 3)% + 𝑦% = 𝑟%相切，则该圆的直径为 
A．1 B．√2 C．2 D．2√2 

! 7.(202183W})已知在圆(𝑥 − 1)% + 𝑦% = 𝑟%上到直线𝑥 − 𝑦 + 3 = 0的距离为√2的点恰有一个，则𝑟 = 

A．√2 B．√3 C．2 D．2√2 

! 8.(2021g8W})设𝑃是圆𝑥% + 𝑦% − 10𝑥 − 6𝑦 + 25 = 0上的动点，𝑄是直线𝑥 = −4上的动点，则|𝑃𝑄|的

最小值为 

A．6 B．4 C．3 D．2 

! 9.(2021g8W})已知𝐹$(−𝑐, 0)，𝐹%(𝑐, 0)分别是双曲线𝐶:
#!

*!
− !!

+!
= 1(𝑎 > 0, 𝑏 > 0)的两个焦点，双曲线

𝐶$和圆𝐶%: 𝑥% + 𝑦% = 𝑐%的一个交点为𝑃，且∠𝑃𝐹%𝐹$ =
&
F，那么双曲线𝐶$的离心率为 

A．√H
%

 B．√3 C．2 D．√3 + 1 

! 10.(2021Ê+·})在平面直角坐标系𝑥𝑂𝑦中，点𝐴(1,1)，𝐵(2,1)， ，𝑃是圆𝑀: 𝑥% + (𝑦 − 4)% = 2

上一点，𝑄是△ 𝐴𝐵𝐶边上一点，则𝑂𝑃77777⃗ ⋅ 𝑂𝑄777777⃗ 的最大值是 

A．8 + 2√2          B．12          C．8 + 4√2          D．16 

! 11.(2021,-·})已知抛物线𝐶的焦点𝐹到准线𝑙的距离为 2，点𝑃是直线𝑙上的动点.若点𝐴在抛物线𝐶上，

且|𝐴𝐹| = 5，过点𝐴作直线𝑃𝐹的垂线，垂足为𝐻，则|𝑃𝐻| · |𝑃𝐹|的最小值为 

A．2√5 B．6 C．√41 D．2√13 

 

(2,2)C
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! 12.(20218ê@·})点𝑃(𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑠𝑖𝑛𝜃)到直线3𝑥 + 4𝑦 − 12 = 0的距离的取值范围为 

A．�$%
H
, $I
H
� B．�I

H
, $%
H
� C．�I

H
, $I
H
� D．�$%

H
, %E
H
� 

【拓展】>2021./HC?在平面直角坐标系中，𝐴, 𝐵是直线𝑥 + 𝑦 = 𝑚上的两点，且|𝐴𝐵| = 10．若对于任

意点𝑃(𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑠𝑖𝑛𝜃)(0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋)，存在𝐴, 𝐵使∠𝐴𝑃𝐵 = 90°成立，则𝑚的最大值为（    ） 

A．2√2 B．4 C．4√2 D．8 

! 13.(2021Ëg·})过原点且倾斜角为45°的直线被圆𝑥% + 𝑦% − 4𝑦 = 0所截得的弦长为 

A．2√2 B．3 C．4√2 D．8 

! 14.(202042W})已知直线𝑙: 𝑦＝𝑚(𝑥 − 2) + 2与圆𝐶: 𝑥% + 𝑦%＝9交于𝐴, 𝐵两点，则使弦长|𝐴𝐵|为整数的

直线𝑙共有 

A．6条 B．7条 C．8条 D．9条 

! 15.(2021ËgW})已知抛物线 𝑦% = 4𝑥与椭圆𝐷: #
!

*!
+ !!

+!
= 1 (𝑎 > 𝑏 > 0)有一个公共焦点𝐹，则点𝐹的

坐标是________；若抛物线的准线与椭圆交于𝐴, 𝐵两点，𝑂是坐标原点，且△ 𝐴𝑂𝐵是直角三角形，则椭

圆𝐷的离心率𝑒 =________. 

! 16.(202183·})已知函数𝑓(𝑥) = $
#，设曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)在第一象限内的部分为 E，过 O点作斜率为 1的

直线交 E于𝐵$，过𝐵$点作斜率为−1的直线交 x轴于𝐴$，再过𝐴$点作斜率为 1的直线交 E于𝐵%，过𝐵%

点作斜率为−1的直线交 x轴于 ，…，依这样的规律继续下去，得到一系列等腰直角三角形，如图

所示．给出下列四个结论： 

①𝐴$𝐵%的长为
√%
%
； 

②点𝐴F的坐标为(2√3, 0)； 

③ 与△ 𝐴F𝐵E𝐴E的面积之比是(√3 − √2): (2 − √3)； 

④在直线𝑥 = 5与 y轴之间有 6个三角形． 

其中，正确结论的序号是________． 

! 17.(2021òó·})已知双曲线𝑀: #
!

*!
− !!

+!
= 1的左焦点为𝐹$，𝐴, 𝐵为双曲线𝑀上的两点，O为坐标原点若

四边形𝐹$𝐴𝐵𝑂为菱形，则双曲线M的离心率为___________. 

! 18.(2020./W})已知双曲线M:𝑥% − !!

F
= 1的渐近线是边长为 1的菱形𝑂𝐴𝐵𝐶的边𝑂𝐴,𝑂𝐶所在直线.若

椭圆𝑁: #
!

*!
+ !!

+!
= 1（𝑎 > 𝑏 > 0）经过 A,C两点，且点 B是椭圆 N的一个焦点，则𝑎 =______. 

! 19.(2020==·})若直线𝑙: 𝑦 = 𝑥 + 𝑎将圆𝐶: 𝑥% + 𝑦% = 1的圆周分成长度之比为 1∶3的两段弧，则实数𝑎

的所有可能取值是___________. 
  

:C

2A

2 3 3A B A△
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2.3  解析几何小题（高考） 

! 1.(2021PQD)双曲线𝐶: #
!

*!
− !!

+!
= 1过点(√2, √3)，且离心率为 2，则该双曲线的标准方程为 

（A）#!

F
− 𝑦% = 1        （B）𝑥% − !!

F
= 1      （C）#!

%
− !!

F
= 1      （D）#!

F
− !!

%
= 1 

! 2.(2021 PQD)已知圆𝐶: 𝑥% + 𝑦% = 4，直线𝑙: 𝑦 = 𝑘𝑥 +𝑚，则当𝑘的值发生变化时，直线截得圆𝐶弦长的

最小值为 2，则𝑚的取值为 
（A）±2             （B）±√2                （C）±√3         （D）±3 

! 3.(2021PQD)已知抛物线𝐶: 𝑦% = 4𝑥，焦点为𝐹，点𝑀为抛物线𝐶上的点，且|𝐹𝑀| = 6，则𝑀的横坐标是

_______；作𝑀𝑁 ⊥ 𝑥轴于𝑁，则𝑆△BKL =_______． 

! 4.(2020PQD)某已知半径为1的圆经过点(3,4)，则其圆心到原点的距离的最小值为 
（A）4 （B）5 （C）6 （D）7 

! 5.(2020PQD)设抛物线的顶点为𝑂，焦点为𝐹，准线为𝑙. 𝑃是抛物线异于𝑂的一点，过𝑃作𝑃𝑄 ⊥ 𝑙于𝑄，则

线段𝐹𝑄的垂直平分线 
（A）经过点𝑂        （B）经过点𝑃             （C）平行于直线𝑂𝑃   （D）垂直于直线𝑂𝑃 

! 6.(2020PQD)已知双曲线𝐶：#
!

J
− !!

F
= 1.则𝐶的右焦点的坐标为____；𝐶的焦点到其渐近线的距离是____． 

! 7.(2019PQD�)已知双曲线#!

*!
− 𝑦% = 1（𝑎 > 0）的离心率是√5，则𝑎 = 

（A）√6 （B）4 （C）2 （D）$
%
 

! 8.(2019PQD�)设抛物线𝑦% = 4𝑥的焦点为𝐹，准线为𝑙．则以𝐹为圆心，且与𝑙相切的圆的方程为________． 

! 9.(2019PQDÌ)已知直线𝑙的参数方程为N𝑥 = 1 + 3𝑡,
𝑦 = 2 + 4𝑡（𝑡为参数），则点(1,0)到直线𝑙的距离是 

（A）$
H
  （B）%

H
  （C）E

H
  （D）J

H
  

! 10.(2019 PQDÌ)数学中有许多形状优美、寓意美好的曲线，曲线𝐶：𝑥% + 𝑦% = 1 + |𝑥|𝑦就是其中之一

（如图）．给出下列三个结论： 

①曲线𝐶恰好经过6个整点（即横、纵坐标均为整数的点）； 

②曲线𝐶上任意一点到原点的距离都不超过√2； 

③曲线𝐶所围成的“心形”区域的面积小于3． 

其中，所有正确结论的序号是 

（A）① （B）②  

（C）①② （D）①②③ 
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§3  解析几何大题 

 

【模块解读】 
纵观近年北京卷模拟题和高考真题，北京在解析几何大题的考察有一定规律： 
1.考点主要分布在定值、定点、最值范围、几何证明四个大主题间，比如 20年考察定值、19 文（理考

抛物线不统计）考察定点、18 考察最值范围、17 考察几何证明，在 21 年考前预测大概是几何证明或者最

值范围，最终的确考了最值范围. 
2.同年的模拟题和高考题的考点基本不一致：如 20 年的模拟题几乎都是定点问题，高考却考了定值；

21年的模拟题几乎全是定值定点，高考却考了最值范围.这也侧面说明了利用模拟题预测高考考点的价值和

作用不大，其作用在于模拟临考状态、打磨基本思路，所以：不要拿模拟题正面去压高考题. 
3.高考题几乎都回避了直接的技巧，反过来考察最朴素自然的基本思路，也是在验收是否学生平时的基

础足够扎实、是否有解决问题的能力等. 
4.试题一般都有多种角度的解法，尤其是高考真题和海淀区模拟题.不同的思路衍生出了不同的解法，

在平时练习中应当经常多进行一题多解，并反思哪种方法对哪种场景是最合适的，不断锤炼自己的基本思

路，练出一条自己足够熟悉、考试使用感觉较稳妥的思路体系. 
 
在本模块的讲义中，进行了如下设计： 
1.内容方面，从“解题思路”、“运算技巧”、“题型方法”三个视角进行突破. 
2.解题思路方面，主要涉及“基本转化法”，包含条件转化专题，以几何条件代数化为主要思路，在几

何证明等题型有着广泛的应用；“动因导航法”，通过分析动点的动因，找到主动点与从动点，理清作图逻

辑，进而求解，通常应用于草图较为复杂的题；“先猜后证法”，先猜后证是数学中的基本思想方法之一，在

我们学习数列中就已经体会过该过程.此类方法通常先运用技巧猜出所求的定值或定点，之后通过该值或坐

标的特征结合几何条件进行证明. 
3.运算技巧方面，主要通过参数的引入顺序、方式以及化简过程两个角度进行突破，旨在提供一种较为

简洁的过程书写，在考试时即可做到思路清晰. 
4.题型技巧方面，主要通过对四大考点进行刷题练习，通过例题和练习题，对题型方法生成一脉自然的

基本思路，做到遇见新题时能快速识别大致的考向，并能找准应对方法. 
 
听过北京四中唐绍友老师的讲座，他提到了解析几何大题的三个准备：坚强的意志力、美好的幻想、

良好的技巧.在日复一日的刷题生活中，逐渐体会到了这三个准备的重要性. 
1.解析几何大题的运算量一定是非常大的，正如章建跃所说，“数学运算是数学的童子功”，而解析几何

大题就是来检验我们这项童子功的试题.也许算错、算混等情况都会出现在解题的过程中，而坚强的意志力

能帮你稳住心态，有勇气算到最后，算错后有勇气检查出错的点.从每一道题起，都耐心、勇敢地去解，每

一道做对的解析几何大题的积累将带给你做新题的无畏. 
2.我认为美好的幻想是做题的经验和坚强的意志力带给的自信.当对解析几何大题的基本思路成竹在胸

时，一切试题都好像能望穿过程到结果的这段长路.但若还没有这样的基础思路，那就先幻想，就如同马拉

松一样，你可以暗示自己：再做几步就到下一个赋分点了，又可以多得分了；已经做到这一步了，马上就要

出答案了吧；你甚至可以暗示自己，这套题前面难度不小，解析几何大题是不是该放放松了. 
3.良好的技巧，不如说是朴素自然的思路.当训练量达到一定程度的时候，心中有了非常多常见结构的

处理方法，并且一切都不再是生硬和刻意的，遇到一切困难，自然流露出思路方法，难题迎刃而解. 
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3.1  解析几何大题解题思路 

引.一则寓言 
¤"«EF­W«GHI&GHI¿BxW]JKLo«JK«¤W]±M&¶�WòN&¥JK�¿

±W«OPLOPQRÈ¼-S&¢T�WUßJLOP+J�&VW2£XY&ZxBC&[\x]]ê^

."«EF&N%&OP_)`axLb

粗看这则故事，一切自然流畅，但细想，故事之初土拨鼠钻进树洞，故事之末兔子飞跑而出，不经意间

我们的关注点从土拨鼠变成了兔子，显然我们被“兔子”这个条件干扰了. 
解题也是这样，也许我们会在做题中被某个干扰条件给吸引走集火的点，进而走偏.虽然解析几何大题

的核心就是算，但不是死算，也不是瞎算.因此，我们应当关注我们的解题过程、运算逻辑，寻求优化我们

解题思路的方法，不断锤炼出最适合自己的、最流畅的解题思路. 

3.1.1  基本转化法 

【例题引入】 

! 1.(2021==·})已知椭圆𝐺: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎＞𝑏＞0)的离心率为√%

%
，且过点(2, √2)． 

（Ⅰ）求椭圆𝐺的方程； 

（Ⅱ）过点𝑀(0,1)斜率为𝑘(𝑘 ≠ 0)的直线𝑙交椭圆𝐺于𝐴, 𝐵两点，在𝑦轴上是否存在点𝑁使得∠𝐴𝑁𝑀 =			  

∠𝐵𝑁𝑀（点𝑁与点𝑀不重合），若存在，求出点𝑁的坐标，若不存在，请说明理由． 

【思路引领】（Ⅰ）
#!

N
+ !!

E
= 1； 

（Ⅱ）根据题中条件作出草图后，发现当点𝑁在短轴内时，显然∠𝐴𝑁𝑀与∠𝐵𝑁𝑀不可能相等；因此发
现𝑁应该在椭圆在纵轴正半轴顶点.此时，显然可以在直角三角形中将∠𝐴𝑁𝑀与∠𝐵𝑁𝑀的相等转化为底角的

相等，进而转化为直线斜率之和为0，表达求解即可. 

 

【方法总结】基本转化法的求解步骤 
1.求解目标几何化：确定求解目标，作出草图并在几何图形中大致找出解题的突破口. 
2.几何条件代数化：几何条件代数化的方式决定了接下来的解题方向. 
3.关联代数化的运算目标与几何条件：选择最简便的方法引参、消参，最终得到答案. 
 

  

             
�
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几何条件代数化专题 

一、准备知识 
1.对象：题中的信息和所求. 
2.知识储备：平面几何知识+平面解析几何知识（向量、三角、曲线方程、导数等） 
3.原则：条件转化的目的是将复杂、具象的几何条件等信息抽象成平面解析几何模块熟悉的形式.因此

条件转化的过程需要结合平面几何的基本性质，考虑到最适合代数化的角度进行转化，而转化的结果和终

点依然是条件，因此要考虑到该角度是否与之后的解题步骤配适. 
在圆锥曲线试题中，最常见的处理方向是韦达化处理，这也是几何条件代数化后通常的下一步.在此处

我们暂不举例较明显的韦达化；举两个隐含的几何条件代数化后韦达化处理的案例（配凑）： 
设直线𝑙与曲线𝐶交于𝐴(𝑥$, 𝑦$)和𝐵(𝑥%, 𝑦%)两点且该两点与原点不重合，点𝑀(2,0). 

（1）|𝐴𝑀| = |𝐵𝑀| 

根据两点间距离公式，P(𝑥$ − 2)% + 𝑦$% = P(𝑥% − 2)% + 𝑦%% 
等式两边同时平方得：(𝑥$ − 2)% + 𝑦$% = (𝑥% − 2)% + 𝑦%% 

展开、移项得到：𝑥$ + 𝑥% − 4 =
(!!"!")(!"(!!)

#""#!
= −𝑘(𝑦$ + 𝑦%) 

（2）𝐴𝑀777777⃗ = 2𝑀𝐵777777⃗或𝑆△Q-K = 𝑆△Q.K 

𝐴、𝑀、𝐵三点共线且|𝐴𝑀777777⃗ | = 2|𝑀𝐵777777⃗ |，则| !"
!!
| = 2（三角形面积相等也可以得到） 

以𝑦$, 𝑦%异号为例：
!"
!!
= −2，所以!!

!"
= − $

%
，

!"
!!
+ !!

!"
= !"!(!!!

!"!!
= (!"(!!)!"%!"!!

!"!!
 

同时，也有部分试题不会用到韦达化处理，则一般需要用到曲线方程代换. 

! 2.(2020PQc/þ_Yÿ)已知椭圆𝐶的短轴的两个端点分别为𝐴(0,1),𝐵(0,−1),焦距为2√3． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）已知直线𝑦 = 𝑚与椭圆𝐶有两个不同的交点𝑀、𝑁，设𝐷为直线𝐴𝑁上一点，且直线𝐵𝐷、𝐵𝑀的斜率的

积为− $
E．证明：点𝐷在𝑥轴上． 

【试题解析】（Ⅰ）
#!

E
+ 𝑦% = 1； 

（Ⅱ）令𝑀(𝑥), 𝑚)，𝑁(−𝑥), 𝑚)，且𝑥) ≠ 0，−1 < 𝑚 < 1.由题意知，𝐴(0,1)，𝐵(0,−1)，设𝑙-L: 𝑦 = 𝑘𝑥 + 1，

则𝑘 = $"G
##
，所以𝐷(𝑑, 𝑘𝑑 + 1)，𝑘.2 =

'R(%
R
，又𝑘.K = G"("$)

##")
= G($

##
；因为直线𝐵𝐷、𝐵𝑀的斜率的积为− $

E
，

所以
G($
##

· 'R(%
R

= − $
E
，得：(4𝑚% − 4 − 𝑥)%)𝑑 = 8𝑥)(𝑚 + 1)，又因(𝑥), 𝑚)在椭圆上，所以𝑥)% + 4𝑚% − 4 = 0，

𝑥)% = −4𝑚% + 4，所以𝑦2 = 𝑘𝑑 + 1 = $"G
##

· ##
G"$

+ 1 = 0，即点𝐷在𝑥轴上. 

 
【方法总结】对于此类条件较多，草图较为复杂且所求不涉及切割弦的，考虑非韦达处理. 
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二、几何条件代数化的角度 

1.点 

（1）中点：中点坐标公式(#"(#!
%

, !"(!!
%
). 

（2）三点共线：向量共线. 

（3）点关于直线对称：点(𝑥, 𝑦)关于直线𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0的对称点(𝑥’, 𝑦’)，则W
!’"!
#’"#

(− -
.
) = −1														

𝐴 #(#’
%
+ 𝐵 !(!’

%
+ 𝐶 = 0

. 

2.角 

（1）两直线夹角：𝑡𝑎𝑛 𝜃 = B '!"'"
$('!'"

B(𝑘都存在). 

（2）角相等：考虑斜率相等，同时也可以从余弦定理的角度考虑（运算量大）. 

3.直线 

（1）平行：斜率、方向向量共线. 

（2）垂直：向量点乘得0、斜率之积为−1. 

（3）直线与圆锥曲线相切：△= 0、隐函数求导. 

! 3.(!ï34~;)求椭圆#!

$J
+ !!

O
= 1在点(2, F√F

%
)处的切线方程． 

【试题解析】由导数的几何意义知，所求切线的斜率为曲线在𝑥 = 2处的导， 

对椭圆两边求导：
#
N
+ %

O
𝑦 · R!

R#
= 0， 

从而
R!
R#
= − O#

$J!，当𝑥 = 2代入上式得𝑘 = − √F
E

. 

【方法总结】我们所学过的函数章节中，对函数的定义是双射，而如圆锥曲线方程𝐹(𝑥, 𝑦) = 1这样的二

元函数关系出现了一个自变量对多个因变量的情况，对此类关系，称之为隐函数，而通过对隐函数进行约

束，与在𝑦 > 0范围内可以把圆锥曲线方程进行显化，而显化后的隐函数可以直接通过求导这样的基本方式

求得切线的斜率. 

4.三角形 

等腰三角形：

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧两腰相等 →距离公式																																																														
底角相等 →与坐标轴垂直时可以转化为斜率相等							

三线合一 → �
垂直 →向量点乘得 0、斜率之积为− 1
平分：中点坐标公式																																				

	
. 

5.平行四边形 

（1）基本性质：x
对边相等 →距离公式、坐标差（平行四边形特有）
对边平行 →向量共线、斜率相等																																				
对角线平分 →中点坐标公式																																													

. 

（2）向量方法：对于平行四边形𝑂𝐴𝑃𝐵，𝑂𝐴77777⃗ + 𝑂𝐵77777⃗ = 𝑂𝑃77777⃗ . 
（3）菱形：平行四边形+对角线垂直平分. 

6.圆：点与圆的位置关系可以用向量来体现. 
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【习题训练】 

" 1.(2020*+W})已知椭圆 E：#!

*!
+ !!

+!
= 1（𝑎 > 𝑏 > 0），它的上，下顶点分别为𝐴, 𝐵，左，右焦点

分别为𝐹$,𝐹%，若四边形𝐴𝐹$𝐵𝐹%为正方形，且面积为2. 

（Ⅰ）求椭圆𝐸的标准方程； 

（Ⅱ）设存在斜率不为零且平行的两条直线𝑙$,𝑙%，它们与椭圆𝐸分别交于点𝐶, 𝐷,𝑀,𝑁，且四边形𝐶𝐷𝑀𝑁是

菱形，求出该菱形周长的最大值. 
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" 2.(2020./W})已知椭圆𝐶: !
!

*!
+ #!

+!
= 1（𝑎 > 𝑏 > 0）的离心率为√%

%
，点𝑃(1,0)在椭圆𝐶上，直线

𝑦 = 𝑦)与椭圆𝐶交于不同的两点𝐴, 𝐵． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）直线𝑃𝐴,𝑃𝐵分别交𝑦轴于𝑀,𝑁两点，问：𝑥轴上是否存在点𝑄，使得∠𝑂𝑄𝑁 + ∠𝑂𝑄𝑀 = &
%？若存在，求

出点𝑄的坐标；若不存在，请说明理由. 
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" 3.(202083W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的离心率为√%

%
，点𝐴(0,1)在椭圆𝐶上. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）设𝑂为原点，过原点的直线(不与𝑥轴垂直)与椭圆𝐶交于𝑀､𝑁两点，直线𝐴𝑀､𝐴𝑁与𝑥轴分别交于点𝐸､

𝐹.问：𝑦轴上是否存在定点𝐺，使得∠𝑂𝐺𝐸 = ∠𝑂𝐹𝐺？若存在，求点𝐺的坐标；若不存在，说明理由. 
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" 4.(202042W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎＞𝑏＞0)过𝐴(2,0),𝐵(0,1)两点. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程和离心率的大小； 

（Ⅱ）设𝑀,𝑁是𝑦轴上不同的两点，若两点的纵坐标互为倒数，直线𝐴𝑀与椭圆𝐶的另一个交点为𝑃，直线

𝐴𝑁与椭圆𝐶的另一个交点为𝑄，判断直线𝑃𝑄与𝑥轴的位置关系，并证明你的结论. 
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" 5.(20209:W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的离心率为√F

%
，且过点𝐴(0,1). 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的标准方程； 

（Ⅱ）点𝑃是椭圆上异于短轴端点𝐴, 𝐵的任意一点，过点𝑃作𝑃𝑄 ⊥ 𝑦轴于𝑄，线段𝑃𝑄的中点为𝑀.直线𝐴𝑀与

直线𝑦 = −1交于点𝑁，𝐷为线段𝐵𝑁的中点，设𝑂为坐标原点，判断以𝑂𝐷为直径的圆与点𝑀的位置关系. 
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3.1.2  动因导航法 

【例题引入】 

! 1.(2021øßP2,-¢d)已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)经过如下四个点的三个点：𝑃$(1,1)，

𝑃%(0,1)，𝑃F(−1,
√F
%
)，𝑃E(1,

√F
%
) 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）过原点的直线与椭圆𝐶交于𝐴, 𝐵两点(𝐴, 𝐵不是椭圆𝐶的顶点).点𝐷在椭圆𝐶上，且𝐴𝐷 ⊥ 𝐴𝐵，直线𝐵𝐷与

𝑥轴交于点𝐸，过点𝐴作𝑥轴的垂线，垂足为点𝑀，直线𝐵𝑀与直线𝐴𝐸相交于点𝑁.求证：△ 𝐴𝑀𝑁为等腰三

角形. 

【试题解析】（Ⅰ）𝐶: !
!

"
+ 𝑦# = 1； 

（Ⅱ）根据题意画出草图，容易想到，证△ 𝐴𝑀𝑁为等腰三角形⇔证𝑘KL + 𝑘L- = 0. 

令𝐴(𝑥$, 𝑦$)，𝐵(−𝑥$, −𝑦$)，𝐷(𝑥%, 𝑦%)，则𝑘-. =
!"
#"
，又𝐴𝐷 ⊥ 𝐴𝐵，所以𝑘-2 = − #"

!"
，令𝑙-2: 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑦$ 

联立椭圆𝐶与𝑙-2 N
𝑥% + 4𝑦% − 4 = 0
𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑦$										

，消𝑦得到核心方程：(4𝑘% + 1)𝑥% + 8𝑘𝑦$𝑥 + 4(𝑦$% − 1) = 0 

则𝑥$𝑥% =
E(!"!"$)
E'!($

，𝑥$ + 𝑥% =
"N'!"
E'!($

，所以𝑦$ + 𝑦% = 𝑘(𝑥$ + 𝑥%) + 2𝑦$ =
%!"

E'!($
 

所以𝑘.2 =
!"(!!
#"(#!

= %!"
"N'!"

= − $
E'
= !"

E#"
，所以𝑙.2: 𝑦 =

!"
E#"

(𝑥 + 𝑥$) − 𝑦$ 

令𝑦 = 0，得𝑥3 = 3𝑥$，𝐸(3𝑥$, 0)，所以𝑘-L = 𝑘3- =
!"

#""F#"
= − !"

%#"
 

又𝑀(𝑥$, 0)，所以𝑘KL = 𝑘.K = !"
%#"
，所以𝑘KL + 𝑘L- = 0，即证出△ 𝐴𝑀𝑁为等腰三角形. 

 
【思路引领】本题中的信息较多，草图画起来也让人很难有头绪.从动因思考，过原点的直线因为斜率

变化导致两个交点的变化，之后所有点由这两个交点的变化而变化，因此考虑从该直线入手. 
首先尝试斜参设法，发现如果用斜率表示所有的因动点，太过复杂，因此选用点参.进一步观察，发现

𝐴和𝐵两点关于原点对称，可以减少引参数量，其次发现𝑘.2恰好可以通过把直线𝐴𝐷与椭圆联立用韦达化处
理后的式子表示，再进一步观察发现所要证的𝑘KL + 𝑘L- = 0中的两根直线的斜率并不一定需要用这
𝑀、𝑁、𝐴三个点来求，可以转化成𝑘-L = 𝑘3-以及𝑘KL = 𝑘.K，发现刚好全部可以运用已经求得的点表示，

可谓是“山穷水复疑无路，柳暗花明又一村”. 
【方法总结】动因导航法的求解步骤 
1.寻找动因：确定求解目标，找到使求解目标运动的根本原因. 
2.几何关系：几何条件代数化的方式决定了接下来的解题方向. 
3.合理引参：选择最简便的方法引参、消参，最终得到答案. 
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! 2.(2021òóHC)已知椭圆𝑊: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的离心率为√F

%
，且经过点𝐶(2, √3).  

（Ⅰ）求椭圆𝑊的方程及其长轴长； 

（Ⅱ）𝐴, 𝐵为椭圆𝑊的左、右顶点，点𝐷在椭圆𝑊上，且位于𝑥轴下方，直线𝐶𝐷交𝑥轴于点𝑄.若△ 𝐴𝐶𝑄的面积

比△𝐵𝐷𝑄的面积大2√3，求点𝐷的坐标. 

【思路引领】（Ⅰ）𝐶: !
!

$%
+ &!

"
= 1； 

（Ⅱ）根据题意画出草图，不难发现引起三角形面积变化的动因可以有三个角度：𝐷、𝑄或直线𝐶𝐷，而
题中条件涉及的两个三角形面积差2√3不难发现即是△ 𝐴𝐶𝑂的面积，因此容易推出△ 𝐶𝑂𝑄的面积与△ 𝐵𝐷𝑄的
面积相等，即要通过动点𝐷的位置使两个三角形面积相等.为了使得这两个三角形的面积更好用同样的参数

表示，连结𝐵𝐶，使得命题转变为求证△ 𝐵𝐶𝑂与△ 𝐵𝐶𝐷的面积相等，而此时𝑂、𝐶、𝐵均为定点，为了使得两个

三角形相等，在底同为𝐵𝐶的前提下，通过𝐷的位置使得高相等，不难想到此时𝐵𝐶∥𝑂𝐷，运用两直线斜率相
等或者向量共线均可轻松求得答案. 

 
【方法总结】本题比较巧的地方在于△ 𝐴𝐶𝑄与△𝐵𝐷𝑄的面积差2√3刚好是一个已经确定的三角形，在变

的大三角形中割出了一个不变的三角形，在动中找到了不动，体现了以数启形的命题思想.在确定了△ 𝐵𝐶𝑂
与△ 𝐵𝐶𝐷的面积相等后，又进而通过斟酌三角形面积的表达方式，想到了同底等高的情况下两个三角形的面

积一定相等，进而通过连接辅助线得到了最后的计算式. 
总的来说，这个方法在本题中的应用比较巧，通过面积差的数值提示到去找这个值，又通过寻找动因的

角度完成最后的条件转化和求解，这告诫我们做题前要三思而行，题中的数据不是白给的，通过数形结合说

不定能得到更进一步的信息——几何上多走半步，代数上也许就会少算许多. 
【一题多解】本题还有其他的基本思路，尝试再思考出一种其他的方法. 
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【习题训练】 

" 1.(2020ð!,ⅡD)已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)经过点𝑀(2,3),点𝐴为左顶点,且𝐴𝑀的斜率为$

%
, 

（Ⅰ）求𝐶的方程； 
（Ⅱ）点𝑁为椭圆上任意一点，求△ 𝐴𝑀𝑁的面积的最大值. 
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" 2.(2010PQÌ)在平面直角坐标系𝑥𝑂𝑦中，点𝐵与点𝐴(−1,1)关于原点𝑂对称，𝑃是动点，且直线𝐴𝑃与

𝐵𝑃的斜率之积等于− $
F
. 

（Ⅰ）求动点𝑃的轨迹方程； 
（Ⅱ）设直线𝐴𝑃和𝐵𝑃分别与直线𝑥 = 3交于点𝑀,𝑁，问：是否存在点𝑃使得△ 𝑃𝐴𝐵与△ 𝑃𝑀𝑁的面积相等？若

存在，求出点𝑃的坐标；若不存在，说明理由. 
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" 3.(2013PQÌ)已知𝐴、𝐵、𝐶是椭圆𝑊: #
!

E
+ 𝑦% = 1上的三个点，𝑂是坐标原点. 

（Ⅰ）当点𝐵是𝑊的右顶点，且四边形𝑂𝐴𝐵𝐶为菱形时，求此菱形的面积. 
（Ⅱ）当点𝐵不是𝑊的顶点时，判断四边形𝑂𝐴𝐵𝐶是否可能为菱形，并说明理由. 
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3.1.3  先猜后证法 

【例题引入】 

! 1.(2020PQ)已知椭圆𝐶：#!

*!
+ !!

+!
= 1过点𝐴(−2,−1)，且𝑎 = 2𝑏． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）过点𝐵(−4,0)的直线𝑙交椭圆𝐶于点𝑀,𝑁,直线𝑀𝐴,𝑁𝐴分别交直线𝑥 = −4于点𝑃, 𝑄．求|C.|
|.S|
的值． 

【试题解析】（Ⅰ）𝐶: #
!

N
+ !!

%
= 1； 

（Ⅱ）法 1：先猜后证  首先根据题中信息画出草图 

 
猜：本题中定值涉及的两条线段|𝑃𝐵|和|𝐵𝑄|，分别由定点𝐴与动点𝑀和𝑁连线生成，当动点𝑀和𝑁的次序

交换，这两条线段的长度是不会改变的，因此为了使这个比值不变，原来的
|C.|
|.S|

= |.S|
|C.|

= $
|()|
|)*|

，
|C.|
|.S|
只能为1. 

证：证明
|C.|
|.S|

= 1，即证|𝑃𝐵| − |𝐵𝑄| = 0，由图转化为𝑦C + 𝑦S = 0，证明如下： 

因直线过定点𝐵(−4,0)在𝑥轴上，反设直线𝑙: 𝑦 = 𝑚𝑦 − 4，设两交点𝑀(𝑥$, 𝑦$)，𝑁(𝑥%, 𝑦%) 

易得𝑙-K = 𝑦 + 1 = !"($
#"(%

(𝑥 + 2)，令𝑥 = −4得𝑦C = − %(!"($)
#"(%

− 1，同理知𝑦S = − %(!!($)
#!(%

− 1 

𝑦C + 𝑦S = −(%(!"($)
#"(%

+ %(!!($)
#!(%

+ 2) = −2 (!"($)(#!(%)((!!($)(#"(%)((#"(%)(#!(%)
(#"(%)(#!(%)

  

此时要证𝑦C + 𝑦S = 0，即证其分母为 0： 
(𝑦$ + 1)(𝑥% + 2) + (𝑦% + 1)(𝑥$ + 2) + (𝑥$ + 2)(𝑥% + 2)  
= (𝑦$ + 1)(𝑚𝑦% − 2) + (𝑦% + 1)(𝑚𝑦$ − 2) + (𝑚𝑦$ − 2)(𝑚𝑦% − 2)  
= 𝑚(𝑚 + 2)𝑦$𝑦% − (𝑚 + 2)(𝑦$ + 𝑦%)  

联立直线与椭圆N
𝑥 = 𝑚𝑦 − 4											
𝑥% + 4𝑦% − 4 = 0，消去𝑥得方程：(𝑚

% + 4)𝑦% − 8𝑚𝑦 + 8 = 0 

由韦达定理得：𝑦$𝑦% =
N

G!(F
，𝑦$ + 𝑦% =

NG
G!(F

 

代入原式= 𝑚(𝑚 + 2) N
G!(F

− (𝑚 + 2) NG
G!(F

= 0，所以𝑦C + 𝑦S = 0，|𝑦C| = |𝑦S| 

所以
|C.|
|.S|

= |!(|
|!*|

= 1. 
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法 2：非对称韦达  同法 1可求得𝑦C = − #"(%!"(E
#"(%

，𝑦S = − #!(%!!(E
#!(%

 

由图又知
|C.|
|.S|

= |!(|
|!*|

=
|"+",!-",.+",!

|

|"+!,!-!,.+!,!
|
= (#"(%!"(E)(#!(%)

(#!(%!!(E)(#"(%)
 

同法 1设直线、联立，化简得原式= | (G(%)G!"!!"%(G(%)!"
(G(%)G!"!!"%(G(%)!"

| = |G!"!!"%!"
G!"!!"%!!

| 

观察该式子不难发现，进一步化简的痛点在于分子分母存在不同的𝑦$和𝑦%，因此需要通过和积使得上下

变为相同的未知数：因为𝑦$𝑦% =
N

G!(F
，𝑦$ + 𝑦% =

NG
G!(F
，所以𝑦$𝑦% = 𝑚(𝑦$ + 𝑦%) 

所以可以将式子中的积转化为和或者凑出和进行化简 

角度 1：𝑦$ = (𝑦$ + 𝑦%) − 𝑦%，B
G!"!!"%(!"(!!"!!)

G!"!!"%!!
B = BG!"!!"%(!"(!!)(%!!

G!"!!"%!!
B = |G!"!!"%G!"!!(%!!

G!"!!"%!!
| = 1  

角度 2：𝑦$𝑦% = 𝑚(𝑦$ + 𝑦%)，|
!"(!!"%!"
!"(!!"%!!

| = | !!"!"
!""!!

| = 1  

这两个角度均可以得到
|C.|
|.S|

= |!(|
|!*|

= 1. 

【方法总结】先猜后证法的求解步骤 
1.猜出结论：通过特殊位置及一些结论得到题目答案. 
2.合理引参：结合猜出的结论、选择运算量最小的方式条件转化. 
3.代入猜测：数学运算；选最后一步可能需要代入所求得. 
【题型拓展】非对称韦达的处理方法 

在本题中，非对称韦达体现在式子|G!"!!"%!"
G!"!!"%!!

|.解决此类问题的一般方向是从化简的痛点入手进行研究，

通常利用和积转换或定比点差等策略进行化简（推荐使用和积转换），因此联立得韦达式子的难易决定了和

积转换的难易：定点在坐标轴上的直线联立后𝑦$ + 𝑦%与𝑦$𝑦%或𝑥$ + 𝑥%与𝑥$𝑥%通常直接具有常数倍关系（在

后续章节会专门提到直线的设法），如本题中𝑦$𝑦% =
N

G!(F
, 𝑦$ + 𝑦% =

NG
G!(F

, 𝑦$𝑦% = 𝑚(𝑦$ + 𝑦%)，因此直线合

适的选取是轻松解决该类型问题的前提. 
【试题点评】本题考查了解析几何中的主要方法，需要学生具备一定的数学运算核心素养，并能够程序

化思考问题.第二小问需要学生在计算过程中，具有一丝不苟，严谨求实的精神，充分体现了北京卷继续坚

持对“四具备”人才的考查. 
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! 2.(2021Ê+W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

F
= 1(𝑎 > 0)的焦点在𝑥轴上，且经过点𝐸(1, F%)，左顶点为𝐷，右

焦点为𝐹． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的离心率和△ 𝐷𝐸𝐹的面积； 

（Ⅱ）已知直线𝑦 = 𝑘𝑥 + 1与椭圆𝐶交于𝐴, 𝐵两点，过点𝐵作直线𝑦 = 𝑡(𝑡 > √3)的垂线，垂足为𝐺，判断是

否存在常数𝑡，使得直线𝐴𝐺经过𝑦轴上的定点？若存在，求𝑡的值；若不存在，请说明理由． 

【官方标答】（Ⅰ）依题意，
$
*!
+ F

E
= 1，解得𝑎 = 2. 

因为𝑐% = 𝑎% − 𝑏% = 4 − 3 = 1，即𝑐 = 1，所以𝐷(−2,0)，𝐹(1,0) 

所以离心率𝑒 = 6
*
= $

%
，△ 𝐷𝐸𝐹的面积𝑆 = $

%
× 3 × F

%
= O

E
. 

（Ⅱ）由已知，直线𝐷𝐸的方程为𝑦 = $
%
𝑥 + 1.  

当𝐴(−2,0)，𝐵(1, F
%
)，𝐺(1, 𝑡)时，直线𝐴𝐺的方程为𝑦 = D

F
(𝑥 + 2)，交𝑦轴于点(0, %

F
𝑡)； 

当𝐴(1, F
%
)，𝐵(−2,0)，𝐺(−2, 𝑡)时，直线𝐴𝐺的方程为𝑦 − F

%
=

D"/!
"F
(𝑥 − 1)，交𝑦轴于点(0, D(F

F
). 

若直线𝐴𝐺经过𝑦轴上定点，则%
F
𝑡 = D(F

F
，即𝑡 = 3，直线𝐴𝐺交𝑦轴于点(0,2). 

下面证明存在实数𝒕 = 𝟑，使得直线𝑨𝑮经过𝒚轴上定点(𝟎, 𝟐). 

联立¥
𝑦 = 𝑘𝑥 + 1 ，
#!

E
+ !!

F
= 1

消𝑦整理，得(4𝑘% + 3)𝑥% + 8𝑘𝑥 − 8 = 0 

设𝐴(𝑥$, 𝑦$)，𝐵(𝑥%, 𝑦%)，则𝑥$ + 𝑥% =
"N'
E'!(F

，𝑥$𝑥% =
"N

E'!(F
. 

设点𝐺(𝑥%, 3)，所以直线𝐴𝐺的方程：𝑦 − 3 =
!""F
#""#!

(𝑥 − 𝑥%). 

令𝑥 = 0，得𝑦 = "#!!"(F#!
#""#!

+ 3 = F#""#!!"
#""#!

= F#""#!('#"($)
#""#!

= F#""#!"'#"#!
#""#!

. 

因为𝑘𝑥$𝑥% = 𝑥$ + 𝑥%，所以𝑦 =
F#""#!"(#"(#!)

#""#!
= %#""%#!

#""#!
= 2，所以直线𝐴𝐺过定点(0,2). 

综上，存在实数𝑡 = 3，使得直线𝐴𝐺经过𝑦轴上定点(0,2). 
【方法总结】先猜后证法的两个用法及其原理 
1.代数的依据：如 2020 高考真题中，通过猜出该分式的定值为 1，进而想到上下相减得 0，起到了代数

依据的效用，在解题过程的书写之前就先拿住了结果，确定了整道题的思路. 
2.充分必要性：此方向通常应用在证明过程中，如本题中先用点的次序交换的方法结合一定计算得出了

定值，相当于证出了充分性，加上划线一句及后序证明必要性的过程，让整个证明过程中的充分性和必要性

完备，得论证充要，所猜想的命题得证. 
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! 3.直线𝑙与椭圆𝑤: #
!

E
+ !!

F
= 1相交于𝐶, 𝐷，与𝑥轴相交于𝑀，已知𝐴, 𝐵是椭圆的左右顶点，且直线

𝐴𝐶, 𝐵𝐷相交于点𝑁，证明：𝑂𝑀777777⃗ · 𝑂𝑁777777⃗是定值. 
【思路引领】在本题中的猜想可以利用到极限位置：将𝑀逼近𝐴，则𝑁也逼近𝐴，此时𝑂𝑀777777⃗ · 𝑂𝑁777777⃗ = 4. 

          
【方法总结】先猜后证中“猜”的几个方向 
1.代入特殊点：通过代入一个任意的满足条件的点，通过计算可以求得定值（定点），这个方法比较常

规，同时计算量也相对大一些，一般在没有其他更好角度的时候运用. 
2.点次序交换：点次序交换并不会改变原来位置线段的长度，而为了保证定值的不变，可以通过观察原

定值的标答式和新定值的表达式综合考虑，如 2020 高考题. 
3.特殊位置法：如垂直与坐标轴的直线，亦包括本题中的极限位置，此角度通常计算量小于第一种. 
4.高观点方法：如极点极线、仿射变换等，会在后续章节提到.  
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【习题训练】 

" 1.(2020�e IDÌ)已知𝐴、𝐵分别为椭圆𝐸: #
!

*!
+ 𝑦% = 1 (𝑎 > 1)的左、右定点，𝐺为𝐸的上顶点，𝐴𝐺77777⃗ ·

𝐺𝐵77777⃗ = 8，𝑃为直线𝑥 = 6上的动点，𝑃𝐴与𝐸的另一交点为𝐶，𝑃𝐵与𝐸的另一交点为𝐷. 
（Ⅰ）求𝐸的方程； 
（Ⅱ）证明：直线𝐶𝐷过定点. 
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" 2.(2021ËgHC)已知椭圆𝐶：#!

*!
+ !!

+!
= 1 (𝑎 > 𝑏 > 0)的长轴长为4，且离心率为$

%
. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）设过点𝐹(1,0)且斜率为𝑘的直线𝑙与椭圆 C交于𝐴, 𝐵两点，线段𝐴𝐵的垂直平分线交𝑥轴于点𝐷，判断
|-.|
|2B|

是否为定值？如果是定值，请求出此定值；如果不是定值，请说明理由． 
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" 3.(2021;<W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)经过点𝑃(1, √%

%
)，离心率𝑒 = √%

%
． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的标准方程； 

（Ⅱ）设𝐴𝐵是经过椭圆右焦点𝐹的一条弦（不经过点𝑃且𝐴在𝐵的上方），直线𝐴𝐵与直线𝑥 = 2相交于点𝑀，

记𝑃𝐴, 𝑃𝐵, 𝑃𝑀的斜率分别为𝑘$,𝑘%,𝑘F，将𝑘$、𝑘%、𝑘F如何排列能构成一个等差数列，证明你的结论． 
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3.2  解析几何大题运算技巧 

3.2.1  合理引参 

【例题引入】 

! 1.(2021òóW})已知椭圆𝑀: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎＞𝑏＞0)过𝐴(－2,0), 𝐵(0,1)两点． 

（Ⅰ）求椭圆𝑀的离心率； 

（Ⅱ）设椭圆𝑀的右顶点为𝐶，点𝑃在椭圆𝑀上（𝑃不与椭圆𝑀的顶点重合），直线𝐴𝐵与直线𝐶𝑃交于点𝑄，直

线𝐵𝑃交𝑥轴于点𝑆，求证：直线𝑆𝑄过定点． 

【试题解析】（Ⅰ）𝐶: #
!

E
+ 𝑦% = 1；𝑒 = √F

%
； 

（Ⅱ）思路 1（设点）：令𝑃(𝑥), 𝑦))，由题意得：𝑙-.: 𝑦 =
$
%
𝑥 + 1，设𝑙C/: 𝑦 =

!#
##"%

(𝑥 − 2) 

联立直线𝐴𝐵与𝑃𝐶，得𝑄(
E!#(%##"E
%!#"##(%

, E!#
%!#"##(%

) 

又𝑙.C: 𝑦 =
!#"$
##

𝑥 + 1，得𝑆(
##
$"!#

, 0)，𝑘ST =
.-#

!-#0+#,!
.-#,!+#0.
!-#0+#,!

" +#
"0-#

= %!#(!#"$)
E!#!(%##!#"E!#

 

所以𝑙ST: 𝑦 =
%!#(!#"$)

E!#!(%##!#"E!#
(𝑥 − ##

$"!#
)，令𝑥 = 2，𝑦 =

%!#(!#"$)
E!#!(%##!#"E!#

⋅ %!#(##"%
!#"$

= 1 

所以，直线𝑄𝑆恒过定点(2,1). 

思路 2（设线）：由题意得：𝑙-.: 𝑦 =
$
%
𝑥 + 1，设𝑙-.: 𝑦 =

$
%
𝑥 + 1，联立得𝑄(E'(%%'"$

, E'
%'"$

) 

联立直线𝑃𝐶与曲线𝑀，得𝑃(N'
!"%

E'!($
, "E'
E'!($

)，所以𝑙.C: 𝑦 =
0.1
.1!,"

"$
21!0!
.1!,"

𝑥 + 1 = $(%'
%"E'

𝑥 + 1 

令𝑦 = 0，得𝑥 = E'"%
%'($，即𝑆(

E'"%
%'($

, 0)，所以𝑙TS: 𝑦 =
.1

!10"
.10!
!1,""

.1,!
!10"

(𝑥 − E'"%
%'($

) = %'($
E
(𝑥 − 2) + 1 

令𝑥 = 2，易得𝑦 = 1.所以，直线𝑄𝑆恒过定点(2,1). 

思路 3（设线）：由题意得：𝑙-.: 𝑦 =
$
%
𝑥 + 1，设𝑙C/: 𝑥 = 𝑚𝑦 + 2，联立得𝑄(%G(E%"G

, E
%"G

) 

联立直线𝑃𝐶与曲线𝑀，得𝑃(N"%G
!

G!(E
, "EG
G!(E

)，所以𝑙.C: 𝑦 =
$( .3

3!,.
!3!02
3!,.

𝑥 + 1 = G(%
%(G"%)

𝑥 + 1 

令𝑦 = 0，得𝑥 = %(%"G)
G(%

，即𝑆(E"%GG(%
, 0)，所以𝑙TS: 𝑦 =

.
!03

!3,.
!03 (!30.

!,3
(𝑥 + %G"E

G(%
) = G(%

EG
(𝑥 − 2) + 1 

令𝑥 = 2，易得𝑦 = 1.所以，直线𝑄𝑆恒过定点(2,1). 
【方法总结】设直线的技巧 
1.正设反设的选法：当定点在𝑥轴上时，选择反设直线；当定点在𝑦轴上时，选择正设直线——好处在

于韦达化处理的时候积的分子为常数且和积具有倍数关系，可以直接转换. 

2.当定点不在坐标轴上时，大概率选择点斜式.虽然点斜式会增加韦达化处理后的运算和化简，但是定

点不在坐标轴上时不得不选择点斜式进行计算. 

【做后反思】自行写出思路 2和 3中直线与曲线联立的过程，并体会上述设直线的技巧.  
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! 2.(2021./W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)长轴的两个端点分别为𝐴(−2,0), 𝐵(2,0)，离心

率为√F
%

. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）𝑃为椭圆𝐶上异于𝐴, 𝐵的动点，直线𝐴𝑃, 𝑃𝐵分别交直线𝑥 = −6于𝑀,𝑁两点，连接𝑁𝐴并延长交椭圆𝐶于

点𝑄. 

（ⅰ）求证：直线𝐴𝑃, 𝐴𝑁的斜率之积为定值； 

（ⅱ）判断𝑀,𝐵, 𝑄三点是否共线，并说明理由. 

【试题解析】（Ⅰ）𝐶: #
!

E!
+ 𝑦% = 1；（Ⅱ）（ⅰ）𝐴𝑃, 𝐴𝑁的斜率之积为$

%； 

（ⅱ）𝑀,𝐵, 𝑄三点共线，设直线𝐴𝑃斜率为𝑘，易得𝑀(−6,−4𝑘). 

由（ⅰ）可知直线𝐴𝑁斜率为− $
%'，所以直线𝐴𝑁的方程为𝑦 = − $

%'
(𝑥 + 2). 

联立N𝑥
% + 4𝑦% − 4 = 0,
𝑥 = −2𝑘𝑦 − 2, 可得(4 + 4𝑘

%)𝑦% + 8𝑘𝑦 = 0. 

解得𝑄点的纵坐标为 "%'
$('!，所以𝑄点的坐标为𝑄(

%'!"%
$('!

, "%'
$('!

). 

所以，直线𝐵𝑄的斜率为
0!1
",1!

")
!1!0!
",1! "%

= '
%，直线𝐵𝑀的斜率为

"E'")
"J"%

= '
%. 

因为直线𝐵𝑄的斜率等于直线𝐵𝑀的斜率，所以𝑀,𝐵, 𝑄三点共线. 

【思路引领】第二问已经求出了𝐴𝑃, 𝐴𝑁的斜率之积为定值$
%，在引参的时候可以结合前面问已经求出

的定值进而设直线𝐴𝑃的斜率为𝑘，相比于设点，可以减少极大的计算量. 
【一题多解】尝试设点解决本题. 

  



助力 2022届北京高考·平面解析几何专题讲义 

58 

! 3.(2013fÊ�)椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的离心率𝑒 = √F

%
，𝑎 + 𝑏 = 3． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 
（Ⅱ）如图，𝐴、𝐵、𝐷是椭圆𝐶的顶点，𝑃是椭圆𝐶上除顶点外的任意点，直线𝐷𝑃交𝑥轴于点𝑁直线𝐴𝐷

交𝐵𝑃于点𝑀，设𝐵𝑃的斜率为𝑘，𝑀𝑁的斜率为𝑚，证明：2𝑚 − 𝑘为定值． 

 

【试题解析】（Ⅰ）
#!

E
+ 𝑦% = 1； 

（Ⅱ）思路 1（设点）：显然设点𝑃(𝑥), 𝑦))(𝑥) ≠ 0 , 𝑥) ≠ ±2)，则𝑘 =
!#

##"%
， 

直线𝐴𝐷为𝑦 = $
%
(𝑥 + 2)，直线𝐵𝑃为𝑦 =

!#
##"%

(𝑥 − 2)，联立可解得𝑀(
E!#(%##"E
%!#"##(%

, E!#
%!#"##(%

)． 

直线𝐷𝑃为𝑦 − 1 =
!#"$
##

𝑥，令𝑦 = 0，可得点𝑁(
"##
!#"$

, 0)，故𝑀𝑁的斜率为： 

𝑚 =
.-#

!-#0+#,!
.-#,!+#0.
!-#0+#,!

( +#
-#0"

= E!#(!#"$)
E!#!"N!#(E##!#"##!(E

= E!#(!#"$)
E!#!"N!#(E##!#"(E"E!#!)(E

= !#"$
%!#(##"%

， 

因此，2𝑚 − 𝑘 = %(!#"$)
%!#(##"%

− !#
##"%

= %(!#"$)(##"%)"!#(%!#(##"%)
(%!#(##"%)(##"%)

 

= %(!#"$)(##"%)"%!#!"!#(##"%)
(%!#(##"%)(##"%)

=
%(!#"$)(##"%)"

"
!(E"##

!)"!#(##"%)

(%!#(##"%)(##"%)
= $

%
． 

思路 2（设线）：由于点𝑃不为椭圆顶点，故设直线𝐵𝑃为𝑥 = 𝑡𝑦 + 2(𝑡 ≠ 0 ,  𝑡 ≠ ±2)，𝑘 = $
D， 

直线𝐵𝑃与椭圆联立：(𝑡% + 4)𝑦% + 4𝑡𝑦 = 0，解得点𝑃(N"%D
!

D!(E
, − ED

D!(E
)， 

直线𝐴𝐷为𝑦 = $
%
𝑥 + 1，与直线𝐵𝑃联立，解得点𝑀(E(%D%"D

, E
%"D
)， 

直线𝐷𝑃为𝑦 = − D(%
E"%D

𝑥 + 1，令𝑦 = 0，可得点𝑁(E"%D%(D
, 0)， 

故𝑀𝑁的斜率为：𝑚 =
.
!04

.,!4
!04 "

.0!4
!,4

= %(D
ED，故2𝑚 − 𝑘 = %(D

%D
− $

D
= $

%． 

【方法总结】设点和设线的选用 
1.设线，即以直线斜率为参数，通过把直线方程与曲线联立，进而利用韦达定理写出关系式求解，如

例 1中的思路 2和 3；也有一些特殊的情况，如例 2在前面的问中解出了与第三问直接相关基本量，并且
提示了斜率的方向，因此很自然地想到了设线. 

2.设点，即以点为参数，用点表示斜率等基本量，直接进行粗暴的运算.思路流畅，但是计算量通常也
会非常大，如例 1的思路 1和例 3的思路 1，明显可以感觉到计算量之大. 

3.对于一道解析几何大题而言，通常没有一定正确的思路，如什么情况必须设直线、什么地方必须设

点，正确的做法应当是认真读题，然后分析动因，在动中找到不动，寻到最简便的运算方法.  

A B

M

N x

y

O

D
P
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3.2.2  化简原则 

【观点概说】 
化简的对象通常因设点和线的选用而归于不同的难点. 
韦达化处理方向，难点在于复杂的式子中如何找到运用韦达定理的结构，甚至有时候会出现需要处理

非对称韦达定理的情况.因此，在韦达化处理的过程中，应当先化简到最终结果，确定最合适的韦达化处理

的角度，再代入韦达定理得到的和、差式，这样以来做题会思路清晰.反观，若从头到尾都是代入的最原始

的式子，在化简方面不甚思考，按部就班地推演，最终会多很多多余的计算量，并且还可能因为版面的局

促而导致过失性丢分，得不偿失. 
非韦达处理方向，难点在于从几何关系中找到进一步化简的条件，并在关键步骤中代入化简.非韦达类

型题的特点通常是几何要素较多，化简方向比较灵活，因此在化简此类问题的过程当中，一定不要忘记兼

顾所有几何条件，尤其点在直线和曲线上的条件等容易遗忘. 
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3.3  解析几何大题题型方法 

3.3.1  定值定点问题 

【例题引入】 

! 1.(2021./·})已知椭圆𝐶: #
!

F
+ 𝑦% = 1，过点(−1,0)的直线𝑙交椭圆𝐶于点𝐴, 𝐵. 

（Ⅰ）当直线𝑙与𝑥轴垂直时，求|𝐴𝐵|； 

（Ⅱ）在𝑥轴上是否存在定点𝑃，使𝑃𝐴77777⃗ ⋅ 𝑃𝐵77777⃗ 为定值？若存在，求点𝑃的坐标及𝑃𝐴77777⃗ ⋅ 𝑃𝐵77777⃗ 的值；若不存在，说

明理由. 

【试题解析】（Ⅰ）|𝐴𝐵| = %√J
F
； 

（Ⅱ）设直线𝑙: 𝑥 = 𝑚𝑦 − 1，两交点𝐴(𝑥$, 𝑦$)，𝐵(𝑥%, 𝑦%)，𝑃(𝑝, 0) 

𝑃𝐴77777⃗ = (𝑥$ − 𝑝, 𝑦$)，𝑃𝐵77777⃗ = (𝑥% − 𝑝, 𝑦%) 

所以𝑃𝐴77777⃗ · 𝑃𝐵77777⃗ = (𝑥$ − 𝑝, 𝑦$) · (𝑥% − 𝑝, 𝑦%) = (𝑥$ − 𝑝)(𝑥% − 𝑝) + 𝑦$𝑦% 

= 𝑥$𝑥% − 𝑝(𝑥$ + 𝑥%) + 𝑝% + 𝑦$𝑦% = (𝑚𝑦$ − 1)(𝑚𝑦% − 1) − 𝑝[𝑚(𝑦$ + 𝑦%) − 2] + 𝑝% + 𝑦$𝑦%  

= (𝑚% + 1)𝑦$𝑦% −𝑚(𝑝 + 1)(𝑦$ + 𝑦%) + 1 + 2𝑝 + 𝑝%  

联立直线与椭圆：N
𝑥 = 𝑚𝑦 − 1

𝑥% + 3𝑦% − 3 = 0，消去𝑥得核心方程：(𝑚
% + 3)𝑦% − 2𝑚𝑦 − 2 = 0 

由韦达定理得：𝑦$𝑦% =
"%

G!(F，𝑦$ + 𝑦% =
%G
G!(F

 

代入原式得𝑃𝐴77777⃗ · 𝑃𝐵77777⃗ = "%(G!($)
G!(F

− %G!(;($)
G!(F

+ (𝑝 + 1)% = − %(;(%)G!(%
G!(F

+ (𝑝 + 1)%  

因为该式为定值，易知2(𝑝 + 2) = %
F，解得𝑝 = − H

F
 

所以𝑃(− H
F
, 0)，该定值为− %

F
+ E

O
= − %

O
. 

【做后反思】在最终化简得到的最终式子− %(;(%)G!(%
G!(F

+ (𝑝 + 1)%中，为了确保在任意情况下该值都为

定值，则需要通过𝑝取到某个定值将参数𝑚的影响处理掉，因为不难想到2(𝑝 + 2)𝑚% + 2和𝑚% + 3具有倍数

关系，通过常数2入手计算即可. 

【方法总结】定值问题的处理 

1.从特殊入手，先求出定点或定值，再证明这个点或值与参数无关. 

2.直接推理、计算，并在计算过程中消去变量，从而得到定点或定值． 

3.选择合适的参数，并利用这个参数得到有关的曲线方程或函数关系式是解决问题的关键． 

4.表达基本量的几个角度：弦长公式、韦达定理、点在直线和曲线上. 
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! 2.(2019PQ�)已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1的右焦点为(1,0)，且经过点𝐴(0,1)． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）设𝑂为原点，直线𝑙: 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑡(𝑡 ≠ ±1)与椭圆𝐶交于两个不同点𝑃, 𝑄，直线𝐴𝑃与𝑥轴交于点𝑀，直线𝐴𝑄

与𝑥轴交于点𝑁，若|𝑂𝑀| · |𝑂𝑁| = 2，求证：直线𝑙经过定点． 

【试题解析】（Ⅰ）
#!

%
+ 𝑦% = 1； 

（Ⅱ）设𝑃(𝑥$, 𝑦$)，𝑄(𝑥%, 𝑦%)，则直线𝐴𝑃的方程为𝑦 =
!""$
#"

𝑥 + 1，令𝑦 = 0，𝑥K = − #"
!""$
． 

又𝑦$ = 𝑘𝑥$ + 𝑡，从而|𝑂𝑀| = |𝑥K| = | #"
'#"(D"$

|；同理，|𝑂𝑁| = | #!
'#!(D"$

|． 

所以|𝑂𝑀| ⋅ |𝑂𝑁| = B #"
'#"(D"$

B ⋅ B #!
'#!(D"$

B = | #"#!
'!#"#!('(D"$)(#"(#!)((D"$)!

| 

联立直线与曲线，�
𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑡
#!

%
+ 𝑦% = 1

，得(1 + 2𝑘%)𝑥% + 4𝑘𝑡𝑥 + 2𝑡% − 2 = 0，则𝑥$ + 𝑥% = − E'D
$(%'!

，𝑥$𝑥% =
%D!"%
$(%'!

． 

所以|𝑂𝑀| ⋅ |𝑂𝑁| = |
!4!0!
",!1!

'!⋅!4
!0!

",!1!('(D"$)⋅("
.14

",!1!)((D"$)
!
= 2| $(D

$"D
| 

又|𝑂𝑀| ⋅ |𝑂𝑁| = 2，所以2| $(D
$"D

| = 2．解得𝑡 = 0，所以直线𝑙经过定点(0,0)． 

【思路引领】本题已经给出了斜截式直线方程，并给出条件|𝑂𝑀| · |𝑂𝑁| = 2，因此想到通过求点𝑀和𝑁

的坐标并表达|𝑂𝑀| · |𝑂𝑁| = 2这个条件，进而发现2| $(D
$"D

| = 2这个核心信息，求解方程即可得答案. 

【试题点评】本题体现了典型的北京高考的命题思路，第一小问是圆锥曲线的基础性内容，这些内容都

是高中的基础，解题中所使用的方法也是通性通法，杜绝题海战术中的机械训练.第二小问以解析几何为载
体，突出了逻辑推理和数学运算的考查，纵观整个解题流程，舍弃了技巧性的东西，而是坚持考察了最朴素

也是最自然的逻辑推理，一步一步推演之下，答案自然生成. 
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【习题训练】 
定值问题 

" 1.(2021*+W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)过点𝐷(−2,0)，且焦距为2√3. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）过点𝐴(−4,0)的直线𝑙(不与𝑥轴重合)与椭圆𝐶交于𝑃, 𝑄两点，点𝑇与点𝑄关于𝑥轴对称，直线𝑇𝑃与𝑥轴交

于点𝐻，是否存在常数𝜆，使得|𝐴𝐷| ⋅ |𝐷𝐻| = 𝜆(|𝐴𝐷| − |𝐷𝐻|)成立，若存在，求出𝜆的值；若不存在，

说明理由. 
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" 2.(2021g8W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 0, 𝑏 > 0)的离心率为$

%，并且经过𝑃(0, √3)点． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）设过点𝑃的直线与𝑥轴交于𝑁点，与椭圆的另一个交点为𝐵，点𝐵关于𝑥轴的对称点为𝐵M，直线𝑃𝐵M交𝑥

轴于点𝑀，求证：|𝑂𝑀| ⋅ |𝑂𝑁|为定值． 
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" 3.(202156W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1过点𝑃(1, F%)，且𝑎 = 2𝑐，若直线𝑙: 𝑦 = 𝑘𝑥 + 1与椭圆 C交于

𝑀,𝑁两点，过点𝑀作𝑥轴的垂线分别与直线𝑃𝑂,𝑁𝑂交于点𝐴, 𝐵，其中𝑂为原点. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）若
|-.|
|-K|

= 1，求𝑘的值. 
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" 4.(2021*+·})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的右焦点为𝐹，左、右顶点分别为

𝐴(−2,0), 𝐵(2,0)，|𝐴𝐹| = 3|𝐹𝐵|． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）设过𝑃(2,1)的直线𝑙与椭圆𝐶交于不同的两点𝑀,𝑁，过点𝑁作𝑥轴的垂线，与直线𝐵𝑀交于点𝐷,𝐸为线段

𝐷𝑁的中点．证明：直线𝐵𝐸的斜率为定值． 
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" 5.(2021òó·})椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1¨𝑎＞𝑏＞0©的左､右焦点分别为𝐹$, 𝐹%, 𝐸是椭圆 C上一点，且

|𝐹$𝐹%| = 2, |𝐸𝐹$| + |𝐸𝐹%| = 4. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）𝑀,𝑁是𝑦轴上的两个动点(点𝑀与点𝐸位于𝑥轴的两侧)，∠𝑀𝐹$𝑁 = ∠𝑀𝐸𝑁 = 90∘，直线𝐸𝑀交𝑥轴于点

𝑃，求
|3C|
|CK|的值. 
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" 6.(202142·})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的离心率为$

%，𝑂为坐标原点，𝐹是椭圆𝐶的右焦

点，𝐴为椭圆𝐶上一点，且𝐴𝐹 ⊥ 𝑥轴，|𝐴𝐹| = F
%
. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）过椭圆𝐶上一点𝑃(𝑥), 𝑦))(𝑦) ≠ 0)的直线𝑙:
###
*!
+ !#!

+!
= 1与直线𝐴𝐹相交于点𝑀，与直线𝑥 = 4相交于点

𝑁.证明：
|KB|
|LB|为定值. 
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" 7.(20218ê@·})𝐹$, 𝐹%分别为椭圆𝐶:
#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的左右焦点，过右焦点𝐹%的直线𝑙与

椭圆𝐶交于𝐴, 𝐵两点，且𝐴𝐵不为长轴，△ 𝐴𝐵𝐹$的周长为8，椭圆𝐶的离心率为$
%
. 

（Ⅰ）求此椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）𝐴%为其右顶点，求证：直线𝐴%𝐴，𝐴%𝐵两直线的斜率之积为定值，并求出此定值. 
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" 8.(2020ß7W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的离心率为$

%，且经过点(2,0)，一条直线𝑙与椭

圆𝐶交于𝑃,𝑄两点，以𝑃𝑄为直径的圆经过坐标原点𝑂． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的标准方程； 

（Ⅱ）求证：
$

|QC|!
+ $

|QS|!为定值． 
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" 9.(2020g8W})已知椭圆𝐶：#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的两个焦点是𝐹$,𝐹%，𝑀(√2, 1)在椭圆𝐶上，且

|𝑀𝐹$| + |𝑀𝐹%| = 4，𝑂为坐标原点，直线𝑙与直线𝑂𝑀平行，且与椭圆交于𝐴,𝐵两点.连接𝑀𝐴、𝑀𝐵与𝑥轴交于

点𝐷,𝐸. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的标准方程； 

（Ⅱ）求证：ª𝑂𝐷777777⃗ + 𝑂𝐸77777⃗ ª为定值. 
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" 10.(2020òó·})已知椭圆𝑊:#
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)过𝐴(0,1),𝐵(0,−1)两点，离心率为√F

%
. 

（Ⅰ）求椭圆𝑊的方程； 

（Ⅱ）过点𝐴的直线𝑙与椭圆𝑊的另一个交点为𝐶，直线𝑙交直线𝑦 = 2于点𝑀，记直线𝐵𝐶,𝐵𝑀的斜率分别为

𝑘$, 𝑘%，求𝑘$𝑘%的值． 
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" 11.(2020,-·})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的离心率为√%

%
，且椭圆𝐶经过点(1, √J

%
)． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程; 

（Ⅱ）已知过点𝑃(4,0)的直线𝑙与椭圆𝐶交于不同的两点𝐴, 𝐵，与直线𝑥 = 1交于点𝑄，设𝐴𝑃77777⃗ = 𝜆𝑃𝐵77777⃗ ，AQ77777⃗ = 

𝜇𝑄𝐵77777⃗ (𝜆, 𝜇 ∈ 𝑹)，求证：𝜆 + 𝜇为定值． 
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" 12.(2020g8·})已知点𝑃(1, F%)在椭圆𝐶：
#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)上，𝐹(1,0)是椭圆的一个焦点． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）椭圆𝐶上不与𝑃点重合的两点𝐷,𝐸关于原点𝑂对称，直线𝑃𝐷,𝑃𝐸分别交𝑦轴于𝑀,𝑁两点．求证：以𝑀𝑁

为直径的圆被直线𝑦 = F
%截得的弦长是定值． 
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定点问题 

" 1.(2021,-W})已知椭圆𝐶的短轴的两个端点分别为𝐴(0,1), 𝐵(0,−1)，离心率为√J
F
． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程及焦点的坐标； 

（Ⅱ）若点𝑀为椭圆𝐶上异于𝐴, 𝐵的任意一点，过原点且与直线𝑀𝐴平行的直线与直线𝑦 = 3交于点𝑃，直线

𝑀𝐵与直线𝑦 = 3交于点𝑄，试判断以线段𝑃𝑄为直径的圆是否过定点？若过定点，求出定点的坐标；若

不过定点，请说明理由． 
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" 2.(202142W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)过点(2,0)，离心率为$

%
. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）设点𝑀为椭圆𝐶的上顶点，𝐴、𝐵是椭圆𝐶上两个不同的动点（不在𝑦轴上），直线𝑀𝐴、𝑀𝐵的斜率分

别为𝑘$、𝑘%，且𝑘$𝑘% = 3，求证：直线𝐴𝐵过定点𝑁(0,− H
F√3). 
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" 3.(2020==·})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的焦距和长半轴长都为2.过椭圆𝐶的右焦点𝐹作

斜率为𝑘(𝑘 ≠ 0)的直线𝑙与椭圆𝐶相交于𝑃,𝑄两点. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）设点𝐴是椭圆𝐶的左顶点，直线𝐴𝑃,𝐴𝑄分别与直线𝑥 = 4交于点𝑀,𝑁.求证：以𝑀𝑁为直径的圆恒过点𝐹. 
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3.3.2  最值范围问题 

【例题引入】 

! 1.(2021PQ)已知椭圆𝐸: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)过点𝐴(0,−2)，以四个顶点围成的四边形面积为

4√5． 
（Ⅰ）求椭圆𝐸的标准方程； 
（Ⅱ）过点𝑃(0,−3)的直线𝑙斜率为𝑘，交椭圆 E于不同的两点𝐵, 𝐶，直线𝐴𝐵，𝐴𝐶交𝑦 = −3于点𝑀、𝑁，直
线𝐴𝐶交𝑦 = −3于点𝑁，若|𝑃𝑀| + |𝑃𝑁| ≤ 15，求𝑘的取值范围． 

【试题解析】（Ⅰ）
#!

H
+ !!

E
= 1； 

（Ⅱ）设𝐵(𝑥$, 𝑦$), 𝐶(𝑥%, 𝑦%)，因为直线𝐵𝐶的斜率存在，故𝑥$𝑥% ≠ 0，设𝑙./: 𝑦 = 𝑘𝑥 − 3 

设直线𝑙-.: 𝑦 =
!"(%
#"

𝑥 − 2，令𝑦 = −3，则𝑥K = − #"
!"(%
，同理𝑥L = − #!

!!(%
. 

又|𝑃𝑀| + |𝑃𝑁| = |𝑥K + 𝑥L| = B #"
!"(%

+ #!
!!(%

B = B #"
'#""$

+ #!
'#!"$

B = B %'#"#!"(#"(#!)
'!#"#!"'(#"(#!)($

B 

联立直线𝐵𝐶与椭圆，由N
𝑦 = 𝑘𝑥 − 3

4𝑥% + 5𝑦% = 20，得(4 + 5𝑘
%)𝑥% − 30𝑘𝑥 + 25 = 0， 

𝛥 = 900𝑘% − 100(4 + 5𝑘%) > 0，解得𝑘 < −1或𝑘 > 1 

又𝑥$ + 𝑥% =
F)'
E(H'!

, 𝑥$𝑥% =
%H

E(H'!，故𝑥$𝑥% > 0，所以𝑥K𝑥L > 0 

所以|𝑃𝑀| + |𝑃𝑁| = �
5#1

.,51!
" /#1
.,51!

!51!

.,51!"
/#1!

.,51!($
� = 5|𝑘|，故5|𝑘| ≤ 15即|𝑘| ≤ 3 

综上，−3 ≤ 𝑘 < −1或1 < 𝑘 ≤ 3. 

 

【做后反思】本题出思路并不困难：直线已经给出，所求也工整、常规，难点在于最后的范围需要考虑

判别式的正负性，其次若不画图不容易判断出𝑀和𝑁点在同侧. 
【试题点评】本题考察了直线与椭圆的位置关系问题，是高中的主干知识，使用的方法是通性通法，体

现了北京卷试题内容紧扣课标和教材，体现数学的本质，不出偏难怪题的原则，考查了解析几何中的主要方

法，需要学生具备一定的数学运算核心素养和解决问题. 
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! 2.(2018 PQ�M¸)已知椭圆𝑀: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的离心率为√J

F
，焦距为2√2.斜率为𝑘的直线𝑙

与椭圆𝑀有两个不同的交点𝐴, 𝐵. 

（Ⅰ）求椭圆𝑀的方程； 

（Ⅱ）若𝑘 = 1，求|𝐴𝐵|的最大值. 

【试题解析】（Ⅰ）
#!

F
+ 𝑦% = 1； 

（Ⅱ）设直线𝐴𝐵的方程为𝑦 = 𝑥 +𝑚，由�
𝑦 = 𝑥 +𝑚
#!

F
+ 𝑦% = 1消去𝑦可得4𝑥

% + 6𝑚𝑥 + 3𝑚% − 3 = 0 

则𝛥 = 36𝑚% − 4 × 4(3𝑚% − 3) = 48 − 12𝑚% > 0，即𝑚% < 4 

设𝐴(𝑥$, 𝑦$)，𝐵(𝑥%, 𝑦%)，则𝑥$ + 𝑥% = − FG
% ，𝑥$𝑥% =

FG!"F
E

 

则|𝐴𝐵| = √1 + 𝑘%|𝑥$ − 𝑥%| = √1 + 𝑘% ⋅ P(𝑥$ + 𝑥%)% − 4𝑥$𝑥% =
√J×√E"G!

%
 

易得当𝑚% = 0时，|𝐴𝐵|G*# = √6，故|𝐴𝐵|的最大值为√6 
【思路引领】本题主要考查椭圆与直线的位置关系，第一问只要找到𝑎, 𝑏, 𝑐三者之间的关系即可求解；

第二问主要考查学生对于韦达定理及弦长公式的运用，可将弦长公式|𝐴𝐵| = √1 + 𝑘%|𝑥% − 𝑥$|变形为|𝐴𝐵| = 
√1 + 𝑘% ⋅ P(𝑥$ + 𝑥%)% − 4𝑥$𝑥%，再将根与系数关系代入求解 

【试题点评】本题梯度明显，体现北京特点，考查创新意识.前两小问都考查的是解析几何大题最基础

和主干的题型，使用的方法是通性通法，弦长公式是教材上直线与圆锥曲线关系一课中提供的基本思路和

方法，在近年模拟题中却很少出现，而高考的考查体现了北京卷试题内容紧扣课标和教材的思路，同时也警

示我们要重视教材内容，完善主干知识体系. 
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! 3.(2014PQ�)已知椭圆𝐶: 𝑥% + 2𝑦% = 4． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的离心率； 

（Ⅱ）设𝑂为原点．若点𝐴在直线𝑦 = 2上，点𝐵在椭圆𝐶上，且𝑂𝐴 ⊥ 𝑂𝐵，求线段𝐴𝐵长度的最小值． 

【试题解析】（Ⅰ）𝑒 = 6
*
= √%

%
； 

（Ⅱ）设𝐴(𝑡, 2),𝐵(𝑥), 𝑦))(𝑥) ≠ 0) 

由𝑂𝐴 ⊥ 𝑂𝐵，则有𝑂𝐴77777⃗ · 𝑂𝐵77777⃗ = 0，即𝑡𝑥) + 2𝑦) = 0，得𝑡 = − %!#
##
 

所以|𝐴𝐵|% = (𝑥) − 𝑡)% + (𝑦) − 2)% = (𝑥) +
%!#
##
)% + (𝑦) − 2)% = 𝑥)% + 𝑦)% +

E!#!

##!
+ 4 

又𝐵(𝑥), 𝑦))在椭圆𝐶: 𝑥% + 2𝑦% = 4上，原式= 𝑥)% +
E"##!

%
+ %(E"##!)

##!
+ 4 = ##!

%
+ N

##!
+ 4 

因为
##!

%
+ N

##!
≥ 4，当且仅当𝑥)% = 4时等号成立，所以|𝐴𝐵|% ≥ 8，|𝐴𝐵| ≥ 2√2 

【试题点评】本小题主要考查椭圆的标准方程与几何性质、两点距离公式、不等式等基础知识，试题注

重了知识的结合，考查了平面向量与圆锥曲线的结合、不等式与函数的结合等，有一定的综合性，考查转化

与化归等数学思想，考查正确的计算能力，考查同学们分析问题与解决问题的能力. 

【方法总结】最值范围问题的处理方法 

1.几何法：若题目中的条件或结论能明显体现某种几何特征及意义，或反映出了某种圆锥曲线的定义，
则直接利用图形的性质或圆锥曲线的定义来求解． 

2.代数法：将圆锥曲线中的最值问题通过建立目标函数，转化为函数的最值问题，再充分利用基本不等
式、函数的单调性或三角函数的有界性等相关知识去求解． 
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【习题训练】 

" 1.(2021012W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的右焦点为𝐹(1,0)，且经过点𝐴(−2,0)和点

𝐵(2,0). 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）𝑀和𝑁是椭圆𝐶上两个不同的点，四边形𝐴𝑀𝐵𝑁是平行四边形，直线𝐴𝑀、𝐴𝑁分别交𝑦轴于点𝑃和点

𝑄，求四边形𝐴𝑃𝐹𝑄面积的最小值. 
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" 2.(202183W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的短轴长为2，离心率为√%

%
． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）点𝑃是椭圆𝐶上一点，且在第一象限内，过𝑃作直线与交𝑦轴正半轴于𝐴点，交𝑥轴负半轴于𝐵点，与

椭圆𝐶的另一个交点为 E，且𝑃𝐴 = 𝐴𝐵，点𝑄是𝑃关于𝑥轴的对称点，直线𝑄𝐴与椭圆𝐶的另一个交点为𝐹. 

（ⅰ）证明：直线𝐴𝑄，𝐴𝑃的斜率之比为定值； 

（ⅱ）求直线𝐸𝐹的斜率的最小值． 
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" 3.(2020==·})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)经过𝐴(1,0),𝐵(0, 𝑏)两点.O为坐标原点，且△

𝐴𝑂𝐵的面积为√%
E

.过点𝑃(0,1)且斜率为 k(𝑘 > 0)的直线𝑙与椭圆𝐶有两个不同的交点𝑀,𝑁，且直线𝐴𝑀,𝐴𝑁分别

与𝑦轴交于点𝑆, 𝑇. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）求直线𝑙的斜率𝑘的取值范围； 

（Ⅲ）设𝑃𝑆7777⃗ = 𝜆𝑃𝑂77777⃗，𝑃𝑇77777⃗ = 𝜇𝑃𝑂77777⃗，求𝜆 + 𝜇的取值范围. 
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" 4.(202042·})已知椭圆𝐶的两个顶点分别为𝐴(−2,0)，𝐵(2,0)，焦点在𝑥轴上，离心率为$
%． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）设𝑂为原点，点𝑃在椭圆𝐶上，点𝑄和点𝑃关于𝑥轴对称，直线𝐴𝑃与直线𝐵𝑄交于点𝑀，求证：𝑃,𝑀两点

的横坐标之积等于4，并求|𝑂𝑀|的取值范围． 
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3.3.3  几何证明问题 

【例题引入】 

!.(2017PQ�)已知椭圆𝐶的两个顶点分别为𝐴(−2,0)，𝐵(2,0)，焦点在𝑥轴上，离心率为√F
%
． 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）点𝐷为𝑥轴上一点，过𝐷作𝑥轴的垂线交椭圆𝐶于不同的两点𝑀,𝑁，过𝐷作𝐴𝑀的垂线交𝐵𝑁于点𝐸.求
证：△ 𝐵𝐷𝐸与△ 𝐵𝐷𝑁的面积之比为4: 5． 

【试题解析】（Ⅰ）
#!

E
+ 𝑦% = 1； 

（Ⅱ）设𝑀(𝑚, 𝑛)，则𝐷(𝑚, 0), 𝑁(𝑚,−𝑛). 

由题设知𝑚 ≠ ±2，且𝑛 ≠ 0，所以𝑘-K = @
G(%，𝑘23 =

G(%
@  

所以𝑙23: 𝑦 = −G(%
@
(𝑥 −𝑚)，𝑙.L: 𝑦 =

@
%"G

(𝑥 − 2) 

联立¥
𝑦 = −G(%

@
(𝑥 −𝑚)

𝑦 = @
%"G

(𝑥 − 2)
，得：𝑦3 = − @(E"G!)

E"G!(@!
 

又点𝑀在椭圆𝐶上，得4 −𝑚% = 4𝑛%，所以𝑦3 = − E
H
𝑛. 

又𝑆△.23 =
$
%
|𝐵𝐷| ⋅ |𝑦3| =

%
H
|𝐵𝐷| ⋅ |𝑛|，𝑆△.2L =

$
%
|𝐵𝐷| ⋅ |𝑛|， 

所以△ 𝐵𝐷𝐸与△ 𝐵𝐷𝑁的面积之比为4: 5. 
【题型点评】本题对考生计算能力要求较高，重点考查了计算能力，以及转化与化归的能力，解答此

类题目，主要利用𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒的关系，确定椭圆方程是基础，本题易错点是对复杂式子的变形能力不足，导致

错漏百出.本题能较好地考查考生的逻辑思维能力、运算求解能力、分析问题与解决问题的能力等. 

几何条件证明题在近年高考和模拟中多次出现，体现了初中平面几何所学的基本图形性质与高中平面

解析几何方法之间的联系.这类试题，将题中的几何信息正确地代数化是解决问题的根本.因此，需要积累

和灵活掌握相关条件转化的方法 
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【习题训练】 
" 1.(20218ê@W})曲线𝐶上任一点𝑀(𝑥, 𝑦)到点𝐹$(−1,0)，𝐹%(−1,0)距离之和为2√2，点𝑃(𝑥), 𝑦))是

曲线𝐶上一点，直线𝑙过点𝑃且与直线𝑥)𝑥 + 2𝑦)𝑦 − 2 = 0垂直，直线𝑙与𝑥轴交于点𝑄. 

（Ⅰ）求曲线𝐶的方程及点𝑄的坐标（用点𝑃(𝑥), 𝑦))的坐标表示）； 

（Ⅱ）比较
|CB"|
|CB!|
与

|SB"|
|SB!|
的大小，并证明你的结论. 
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" 2.(2021Ê+·})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1的离心率为√J

F
，其长轴的两个端点分别为𝐴(−3,0),𝐵(3,0). 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的标准方程； 

（Ⅱ）点𝑃为椭圆上除𝐴，𝐵外的任意一点，直线𝐴𝑃交直线𝑥 = 4于点𝐸，点𝑂为坐标原点，过点𝑂且与直线

𝐵𝐸垂直的直线记为𝑙，直线𝐵𝑃交𝑦轴于点𝑀，交直线𝑙于点𝑁，求△ 𝐵𝑀𝑂与△𝑁𝑀𝑂的面积之比. 
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" 3.(2021,-·})已知𝐹为椭圆𝐶: #
!

%
+ 𝑦% = 1的左焦点，直线𝑙: 𝑦 = 𝑘(𝑥 − 2)与椭圆𝐶交于不同的两

点𝑀,𝑁. 

（Ⅰ）当𝑘 = − $
%时，求△ 𝐹𝑀𝑁的面积； 

（Ⅱ）设直线𝐹𝑀、𝐹𝑁分别与直线𝑥 = 1交于两点𝑃, 𝑄，线段𝑀𝑁,𝑃𝑄的中点分别为𝐺,𝐻，点𝐴($H , 0).当𝑘变化

时，证明：𝐴, 𝐺, 𝐻三点共线. 
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" 4.(2020Ê+W})设椭圆𝐸: #
!

%
+ 𝑦% = 1，直线𝑙$经过点𝑀(𝑚, 0)，直线𝑙%经过点𝑁(𝑛, 0)，直线𝑙$ ∥直

线𝑙%，且直线𝑙$, 𝑙%分别与椭圆𝐸相交于𝐴, 𝐵两点和𝐶, 𝐷两点. 

（Ⅰ）若𝑀，𝑁分别为椭圆𝐸的左、右焦点，且直线𝑙$ ⊥ 𝑥轴，求四边形𝐴𝐵𝐶𝐷的面积； 

（Ⅱ）若直线𝑙$的斜率存在且不为0，四边形𝐴𝐵𝐶𝐷为平行四边形，求证：𝑚+ 𝑛 = 0； 

（Ⅲ）在（Ⅱ）的条件下，判断四边形𝐴𝐵𝐶𝐷能否为矩形，说明理由. 
  



助力 2022届北京高考·平面解析几何专题讲义 

89 

" 5.(2020òóW})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的离心率为√F

%
，𝐴$(−𝑎, 0), 𝐴%(𝑎, 0), 𝐵(0, 𝑏)，

𝛥𝐴$𝐵𝐴%的面积为 2. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）设𝑀是椭圆𝐶上一点，且不与顶点重合，若直线𝐴$𝐵与直线𝐴%𝑀交于点 P，直线𝐴$𝑀与直线𝐴%𝐵交于

点𝑄.求证：△ 𝐵𝑃𝑄为等腰三角形. 
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" 6.(2020,-W})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)，圆𝑂: 𝑥% + 𝑦% = 𝑟%（𝑂为坐标原点）.过点

(0, 𝑏)且斜率为1的直线与圆𝑂交于点(1,2)，与椭圆𝐶的另一个交点的横坐标为− N
H
. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程和圆𝑂的方程； 

（Ⅱ）过圆𝑂上的动点𝑃作两条互相垂直的直线𝑙$,𝑙%，若直线𝑙$的斜率为𝑘(𝑘 ≠ 0)且𝑙$与椭圆𝐶相切，试判断

直线𝑙%与椭圆𝐶的位置关系，并说明理由. 
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" 7.(2020012W})已知椭圆𝐶：#!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的右焦点为𝐹(1,0)，离心率为√%

%
.直线𝑙过点𝐹

且不平行于坐标轴，𝑙与𝐶有两个交点𝐴,𝐵，线段𝐴𝐵的中点为𝑀. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）证明：直线𝑂𝑀的斜率与𝑙的斜率的乘积为定值； 

（Ⅲ）延长线段𝑂𝑀与椭圆𝐶交于点𝑃，若四边形𝑂𝐴𝑃𝐵为平行四边形，求此时直线𝑙的斜率. 
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" 8.(202056W})已知椭圆#!

*!
+ !!

+!
= 1 (𝑎 > 𝑏 > 0)的短半轴长为√2，离心率为√%

%
． 

（Ⅰ）求椭圆的方程； 

（Ⅱ）设𝐴, 𝐵是椭圆上关于坐标原点对称的两点，且点𝐴在第一象限，𝐴𝐸 ⊥ 𝑥轴，垂足为𝐸，连接 并延

长交椭圆于点𝐷，证明：𝛥𝐴𝐵𝐷是直角三角形． 
  

BE
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" 9.(2020;<W})已知椭圆𝐺： #!

*!
+ !!

+!
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0)的左焦点为𝐹(−√2, 0),且经过点

𝐶(−√2, 1), 𝐴, 𝐵分别是𝐺的右顶点和上顶点，过原点𝑂的直线𝑙与𝐺交于𝑃, 𝑄两点（点𝑄在第一象限），且与线

段𝐴𝐵交于点𝑀. 

（Ⅰ）求椭圆𝐺的标准方程； 

（Ⅱ）若|𝑃𝑄| = 3，求直线𝑙的方程； 

（Ⅲ）若△ 𝐵𝑂𝑃的面积是△ 𝐵𝑀𝑄的面积的4倍，求直线𝑙的方程. 
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" 10.(2020*+·})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1（𝑎＞𝑏＞0）的一个顶点坐标为𝐴(0,−1)，离心率为√F

%
. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）若直线𝑦 = 𝑘(𝑥 − 1)(𝑘 ≠ 0)与椭圆𝐶交于不同的两点𝑃, 𝑄，线段𝑃𝑄的中点为𝑀，点𝐵(1,0)，求证：点

𝑀不在以𝐴𝐵为直径的圆上. 
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" 11.(2020Ê+·})已知椭圆𝐶: #
!

*!
+ !!

+!
= 1 (𝑎 > 𝑏 > 0)的离心率为$

%，右焦点为𝐹，点𝐴(𝑎, 0)，且

|𝐴𝐹| = 1. 

（Ⅰ）求椭圆𝐶的方程； 

（Ⅱ）过点𝐹的直线𝑙(不与𝑥轴重合)交椭圆𝐶于点𝑀､𝑁，直线𝑀𝐴、𝑁𝐴分别与直线𝑥 = 4交于点𝑃､𝑄，求

∠𝑃𝐹𝑄的大小. 
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