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CHAPTER 1. 常规计算

1.1 常规计算导读

所谓常规计算，指的是在我们日常做题过程中经常遇到的一些结构，包括：联立直线、

韦达化简、代入计算、最值计算等模块. 在平时的解题过程中，我们可能并没有对这些环

节进行过反思，而是是按照比较常规的运算逻辑，按部就班地进行运算，但也因此在解题

过程中花上不少时间.

在本章中，我们将对上面提到的四个模块进行反思和总结，通过结论的介绍和预算逻

辑的阐释，对这四个模块的处理形成体系. 希望通过本章节，能对大家的运算逻辑、运算

速度这两个方面能力有所提升.

问题 1.1 — 过程复杂，结果简单. 纵观圆锥曲线大题的解析，常常透着八个字：“过程复杂，

结果简单”，结合对常规计算过程的观察，我们对同学们提出三个思考问题：

（1）许多项会被消掉：是否能总结出一种运算逻辑，做题时有方法实现能少算就少算？

（2）复杂项优先删除：解题过程式子通常系数大、变量多、次数高，是否有处理思路？

（3）先观察后再计算：联立后的结构是否具有特征？能否利用这些特征生成一定结论？

带着以上三个思考问题，我们一起对本章进行学习，在过程中希望同学们仔细体会.

1.2 联立直线

简述 在与椭圆相关的大题中，我们会遇到一类与直线和椭圆位置关系相关的问题，通常

需要通过将直线与椭圆方式联立进行化简，在本节中，我们将针对“联立直线”这个过程进

行更深入的思考，通过计算和说明给出一条我们推荐的化简方法，并进行练习.

目标 在 90 秒内快速写出直线与椭圆联立的过程和结果，并写出判别式.

提示 本部分的内容同学们可以根据自身的情况选择性阅读，推荐暂未能达到“目标”要求

的同学们阅读这部分内容.
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1.2.1 专题例析

例题 1.1 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 与斜率存在且不为 0 的直线 l : y = kx+b 相交于两点.

将直线与曲线联立并写出判别式. ■

引导 联立直线是我们非常熟悉的过程，首先我们写出第一步


x2

a2 +
y2

b2 = 1

y = kx+m
接着，有同学肯定迫不及待地想要联立写出式子了，别急！

请你阅读导读给出的问题导学，再思考你接下来的步骤是否能达到我们的目标？

我们说：看到一个式子时，千万不要直接展开进行化简，而是进行观察，预判最终化

简的基本构架是什么，然后列出来. 我们往下接着写一步：

x2

a2 +
(kx+m)2

b2 = 1

不难想到，我们接下来将这个式子拆开后会得到这样的结果：

( )x2 +( )x+( ) = 0

因此，我们此时比较稳妥的措施是，分别求出 x2,x, 的系数和常数项，算出：

x2 :
1
a2 +

k2

b2 x :
2km
b2 C :

m2

b2 −1

这就有了我们的最终结果：(
1
a2 +

k2

b2

)
x2 +

2km
b2 x+

m2

b2 −1 = 0

显然，
(

1
a2 +

k2

b2

)
恒不为 0，因此该方程为一元二次方程，且

∆ =

(
2km
b2

)2

−4
(

1
a2 +

k2

b2

)(
m2

b2 −1
)
= 4

(
1
a2 +

k2

b2 −
m2

a2b2

)
记忆 我们先对上述的两个式子进行总结，首先一元二次方程的系数：

x2 :
1
a2 +

k2

b2 x :
2km
b2 C :

m2

b2 −1

（1）对于 x2 的系数，不难发现保留了本来的二次项，加上消 y 过程中 y2 → k2x2，和为

1
a2 +

k2

b2 ；

（2）对于 x 的系数，来自完全平方和展开的中间二倍乘积，因此不难想到为 2km；

（3）常数项则为直线纵截距平方 m2 比上分母 b2 再减去右边的 1，为 C :
m2

b2 −1.

（4）对于判别式，则可以记为：4
(
二次项系数− m2

a2b2

)
.
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思考 假若在联立前就对曲线方程进行通分：


x2

a2 +
y2

b2 = 1

y = kx+m
⇒

b2x2 +a2y2 = a2b2

y = kx+m

此时联立曲线方程与直线方程，得：

(b2 +a2k2)x2 +2kma2x+a2m2 −a2b2 = 0

显然，(b2 +a2k2) 恒不为 0，因此该方程为一元二次方程，且

∆ = 4a2b2(b2 +a2k2 −m2)

此时，虽然该式子比上式要相对简洁，但当 a2 和 b2 具有倍数关系时，此处的化简需

要考虑约分，如：
x2

4
+

y2

2
= 1 ⇒ 2x2 +4y2 = 8

同时，此类方程中，∆ = 4a2b2(b2 +a2k2 −m2) 的化简也要进行约分.

所以，我们推荐不通分所得到的一元二次方程：即使 a2 和 b2 具有倍数关系，对结果

也不会有影响. 因此我们可以在熟记和理解该结论的基础上，在后续化简的式子中使用该

结论快速写出；同时，在后续的操作过程中我们也无需再把式子拆开——我们将在之后的

专题中提到.

1.2.2 习题精选

■习题 1.1 联立下列曲线方程与直线，写出判别式.

（1）


x2

4
+

y2

3
= 1

y = kx+m
一元二次方程为 ，∆ = .

（2）


x2

3
+ y2 = 1

x = ty+1
一元二次方程为 ，∆ = .

（3）


x2

9
+

y2

5
= 1

y = kx+3
一元二次方程为 ，∆ = .

（4）


x2

4
+ y2 = 1

y−1 = k(x−1)
一元二次方程为 ，∆ = . ■
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■习题 1.2 已知椭圆方程
x2

20
+

y2

5
= 1，直线 l : y = x+m 交椭圆于不同的两点 A、B，求 m

的取值范围. ■

■习题 1.3 已知椭圆
x2

5
+

y2

4
= 1 与直线 y = 2x+m 交于 A，B 两点，求 m 的取值范围. ■

■习题 1.4 若直线y = kx−2和椭圆x2 +9y2 = 9有两个公共点，求k的取值范围. ■

■习题 1.5 设椭圆方程为
x2

4
+ y2 = 1，求直线 y = k(x−1) 与椭圆的位置关系. ■

■习题 1.6 已知直线 y = kx+2,k ∈ R 与椭圆
x2

9
+

y2

t
= 1 恒有公共点, 求 t 的取值范围. ■
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■习题 1.7 — 2021天津卷节选. 已知椭圆 C :
x2

5
+y2 = 1(a > b > 0) ，上顶点为 B，右焦点为

F . 若直线 l 与椭圆 C 有唯一的公共点 M，请设出直线并利用判别式刻画这个关系. ■

■习题 1.8 — 2021北京卷节选. 已知椭圆 C :
x2

5
+

y2

4
= 1 与过定点 (0,3) 的直线 l 相交于 A,B

两点，请联立直线，结合判别式求出直线 l 的斜率的取值范围. ■

■ 习题 1.9 — 2020 北京卷节选. 已知椭圆 C :
x2

8
+

y2

2
= 1．过点 B(−4,0) 的直线 l 交椭圆 C

于点 M,N，当直线斜率存在且非 0 时，联立直线与椭圆写出一元二次方程，并根据判别式

确定斜率的取值范围． ■

■ 习题 1.10 — 2008 北京卷节选. 已知 △ABC 的顶点 A,B 在椭圆 x2 + 3y2 = 4 上，C 在直线

l : y = x+2 上，且 AB ∥ l，设直线 AB 的方程为 y = x+m，利用判别式求出 m 的取值范围. ■
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1.3 韦达化简

简述 在日常解题过程中，我们会经常遇到一类化简结果可以直接利用韦达进行处理的式

子. 在本讲中，我们将对其进行研究.

目标 在 90 秒内快速识别出对称式韦达的条件，并运用本讲所提到的运算逻辑进行化简.

1.3.1 专题例析

在平常的解题过程中，我们经常会遇见这样的结构：

(kx1 +m)(kx2 +m)

不难发现，这个式子拆开后有四项：

二次项有一项（x1x2）、一次项有两项（x1,x2）、常数项有一项（m2），并且一次项系数

相同，可以合并为 (x1 + x2)，所以最终整理的结果如：

( )x1x2 +( )(x1 + x2)+( )

进而我们依次求出二次项、一次项系数和常数项，分别为：

k2,km,m2

最终化简的结果为

k2x1x2 + km(x1 + x2)+m2

我们发现这个式子非常简洁，进一步可以直接代入韦达定理：

其中两项以 x1x2 和 x1 + x2 为因式，另一项为常数项（或由其他参数形成的项）.

我们称 (kx1 +m)(kx2 +m) 为对称式. 此类式子的处理我们要注意的是运算的逻辑.

例题 1.2 化简：(3x1 +2)(3x2 +2)+(2x1 −5)(2x2 −5) = 3(x1 +1)(x2 +1). ■

解答 对于这个式子，x1x2 的系数是 32+22−3 = 10，x1+x2 的系数是 6−10−3 =−7，

常数项为 4+25−3 = 26，所以该式子化简的结果为

10x1x2 −7(x1 + x2)+26 = 0

提示 不难发现，本题中有三个前面所提的“对称式结构”，因此根据前面讲解部分给出

的运算逻辑和顺序，分别求出了二次项、一次项系数和常数项，进而代入进已经一元二次

方程的结构即可. 同时，需要等号右边的式子往左边移项时需要改变符号.
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1.3.2 习题精选

R 将下列式子以 x1x2、x1 + x2 为主元进行展开.

■习题 1.11 (2x1 +1)(2x2 +1)+(4x1 −3)(4x2 −3) = 2(x1 +2)(x2 +2). ■

■习题 1.12 (3x1 +2)(2− x2)+(3x2 +2)(2− x1) = 2(2− x1)(2− x2). ■

■习题 1.13 (kx1 −1)(kx2 −1)+ x1x2 = 0. ■

■习题 1.14 (3x1 +m)(3x2 +m)+(2x1 +1)(2x2 +1) = 0. ■

■习题 1.15
tx1 +2
x1 −1

+
tx2 +2
x2 −1

= 2. ■

■习题 1.16
2x1 +3
3x1 −1

+
2x2 +3
3x2 −1

= 3. ■

■习题 1.17
2x1 +3
3x1 −1

+
2x2 +3
3x2 −1

= 3 ■

■习题 1.18
y1

(ty1 +3)−2
+

y2

(ty2 +3)−2
= 2. ■
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1.4 代入计算

简述 在日常解题过程中，我们会遇到一类化简结果可以直接用韦达进行处理的式子. 在本

讲中，我们将提到一条结论以及一种运算逻辑，进而再遇到此类结构时会更加得心应手.

目标 在 180 秒内快速运用本节所学对一类需要用韦达定理处理的式子进行化简.

1.4.1 专题例析

首先我们根据“联立直线”中得到的一元二次方程写出 x1x2 和 x1 + x2 的表达式

x1 + x2 =
−2km

b2

1
a2 +

k2

b2

x1x2 =

m2

b2 −1

1
a2 +

k2

b2

对于式子

(1+ k2)x1x2 +(kx1 +m)(kx2 +m) = 0

代入计算得

(1+ k2)

(
m2

b2 −1
)
+ km

(
−2km

b2

)
+m2

(
1
a2 +

k2

b2

)
= 0

观察 我们对这个结构进行观察，不难发现，两边对调，中间取反：(
1
a2 +

k2

b2

)
x2 +

2km
b2 x+

m2

b2 −1 = 0

(1+ k2)(
m2

b2 −1)+ km(
−2km

b2 )+m2(
1
a2 +

k2

b2 ) = 0
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1.4.2 习题精选

R 请结合本节所学内容结合上述过程进一步进行求解.

■习题 1.19 直线 l : y = kx+m 交椭圆
x
3
+y2 = 1 于两点 A,B. 若 m = k，且

−→
OA ·−→OB = 0 ，求

k 的值 ( O 点为坐标原点 ).

提示 联立直线


x2

3
+ y2 = 1

y = kx+m
⇒
(

1
3
+ k2

)
x2 +2kmx+m2 −1 = 0，

由韦达定理得 x1 + x2 =
−2k2

3+ k2 ，x1x2 =
k2 −1
1
3
+ k2

，

−→
OA ·−→OB = (1+ k2)x1x2 + k2(x1 + x2)+ k2 ■

■ 习题 1.20 若直线 l : y = kx+
√

2 与椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1 恒有两个不同的交点 A 和 B, 且

−→
OA ·−→OB > 2 (其中 O 为原点) , 求 k 的取值范围.

提示 联立直线


x2

4
+ y2 = 1

y = kx+
√

2
⇒
(

1
4
+ k2

)
x2 +2

√
2kx+1 = 0，

由韦达定理得 x1 + x2 =
−2

√
2k

1
4
+ k2

，x1x2 =
1

1
4
+ k2

，

−→
OA ·−→OB = (1+ k2)x1x2 +

√
2k(x1 + x2)+2 ■
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■习题 1.21 若直线 l : y = kx+m 与椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1 交于 A,B 两点 (不是左右顶点），P

为椭圆右顶点.
−→
PA ·−→PB = 0 求证: 直线 l 过定点，并求出该定点的坐标.

提示 联立直线


x2

4
+

y2

3
= 1

y = kx+m
⇒
(

1
4
+

k2

3

)
x2 +

2km
3

x+
m2

3
−1 = 0，

由韦达定理得 x1 + x2 =
−2km

3
1
4
+

k2

3

，x1x2 =

m2

3
−1

1
4
+

k2

3−→
PA ·−→PB = (x1 −2)(x2 −2)+ y1y2 = (1+ k2)x1x2 +(km−2)(x1 + x2)+m2 +4 = 0 ■

■习题 1.22 已知椭圆 C :
x2

9
+

y2

4
= 1，定点 M(2,0)，设过点 M 且斜率不为 0 的直线交椭圆

C 于 A,B 两点. x 轴上是否存在定点 P，使 PM 平分 ∠APB ? 若存在，求出点 P 的坐标；若

不存在，说明理由.

提示 联立直线


x2

9
+

y2

4
= 1

x = my+2
⇒
(

1
4
+

m2

4

)
y2 +

4m
9

y+
(

4
9
−1
)
= 0，

由韦达定理得 y1 + y2 =
−4m

9
1
4
+

m2

4

，y1y2 =
−5

9
1
4
+

m2

9

，

由 kPA + kPB = 0，
y1

x1 −a
+

y2

x2 −a
=

2my1y2 +(2−a)(y1 + y2)

(my1 +2−a)(my2 +2−a)
= 0，

化简得 2my1y2 +(2−a)(y1 + y2) = 0 ■
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■ 习题 1.23 已知椭圆
x2

4
+

y2

3
= 1，过坐标原点 O 做两条互相垂直的射线，与椭圆分别交

于 M，N 两点．求证：点 O 到直线 MN 的距离为定值．（直线 MN 的斜率存在）

提示 联立直线


x2

4
+

y2

3
= 1

y = kx+m
⇒
(

1
4
+

k2

3

)
x2 +

2km
3

x+
m2

3
−1 = 0，

由韦达定理得 x1 + x2 =
−2km

3
1
4
+

k2

3

，x1x2 =

m2

3
−1

1
4
+

k2

3

，

由于 OM ⊥ ON，
−→
OA ·−→OB = (k2 +1)x1x2 + km(x1 + x2)+m2 = 0 ■

■习题 1.24 已知椭圆 C :
x2

2
+ y2 = 1，过右焦点的直线 l 交椭圆于 P,Q 两点. 若以 OP，OQ

（O 为坐标原点）为邻边的平行四边形是矩形，求满足该条件的直线 l 的方程．

提示 联立直线


x2

2
+ y2 = 1

x = my+1
⇒
(

1+
m2

2

)
y2 +my− 1

2
= 0，

由韦达定理得 y1 + y2 =
−m

1+
m2

2

，y1y2 =
−1

2

1+
m2

2

，

OP,OQ 为邻边平行四边形是矩形，所以
−→
OP ·−→OQ = (m2 +1)y1y2 +m(y1 + y2)+1 = 0 ■
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1.5 非对称韦达

简述 在 2020 年高考真题中，全国 I 卷和北京卷均出现了涉及非对称韦达定理的结构，此

后一段时间内，这个专题风靡全国. 通过本节的学习，希望同学们遇到此类问题时能够快

速识别并生成化简方向.

目标 根据本节所学内容，快速判断非对称韦达的形式，确定化简方向.

1.5.1 专题例析

类型一：x1 = λx2（λ 为一个确定的常数）

处理方法：
x1

x2
= λ，进而

x2

x1
=

1
λ
，所以

x1

x2
+

x2

x1
=

x2
1 + x2

2
x1x2

=
(x1 + x2)

2

x1x2
−2 = λ +

1
λ

.

例题 1.3 已知椭圆 C :
x2

2
+ y2 = 1，过点 M(1,0) 的直线 l 交椭圆 C 于 A,B 两点，|MA|=

λ |MB|，且当直线 l 垂直于 x 轴时，|AB|=
√

2. 若 λ ∈
[

1
2
,2
]
，求弦长 |AB| 的取值范围. ■

法 1 当直线 l 斜率为 0 时，容易求得 λ = 3+2
√

2 或
1

3+2
√

2
/∈
[
−1

2
,− 7

16

]
；

因此，设直线 l : x = ty+1，联立


x2

2
+ y2 = 1

x = ty+1
⇒
(

1+
t2

2

)
y2 + ty− 1

2
= 0，

由 M 在圆内知 ∆ > 0，由韦达有 y1y2 =
−1

2

1+
t2

2

，y1 + y2 =
−t

1+
t2

2

，

设 A(x1,y1)，B(x2,y2)，
−→
AM = λ−→MB，又因 A,B,M 三点共线，所以有

y1

y2
=−λ，故

−λ +
1
−λ

+2 =
(y1 + y2)

2

y1y2
=

4t2

−(t2 +2)
，

由 λ ∈
[

1
2
,2
]
不难解出 t 的范围.

法 2 由 y1 =−λy2，代入韦达得：

−λy2
2 =

−1
2

1+
t2

2

，y2(1−λ ) =
−t

1+
t2

2

，

两式相除得
λ

(1−λ )2 =
1+

t2

2
2t2 ，这样就减少了变量的个数，代入参数范围容易求解.
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类型二：
r1x1x2 +m1x1 +n1x2 + p1

r2x1x2 +m2x1 +n2x2 + p2
处理方法：先猜后证、凑韦达消元、和积转换.

例题 1.4 — 2020北京卷节选. 已知椭圆 C :
x2

8
+

y2

2
= 1，A(−2,−1)，B(−4,0) 的直线 l 交

椭圆 C 于点 M,N，直线 MA,NA 分别交直线 x =−4 于点 P,Q. 求
|PB|
|BQ|

. ■

分析 当同学们在考场上遇到这道题的时候，通常会有两种思路：对于所求
|PB|
|BQ|

，可

以直接对两段长度进行代数表示，并直接进行运算，在运算的过程中同学们会遇到一些困

难，也就是类型二所给出的形式的非对称韦达结构的处理，这也是这道例题所要涉及的知

识点；此外，部分同学可能对“先猜后证”这个思想比较熟悉，可以首先从几何直观中根据

一些技巧猜出这个所求的比值，进而将所求式子进行转化，进而回避掉非对称韦达的结构；

此外，本题还有一个做法是通过其命题背景“极点极线”进行处理，这个知识点我们会在后

续章节进行给出. 下面我们对两种常规思路进行讲解.

−4 −3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

A

B

N

M

P

Q

法 1 设直线 l : x = ty−4，两交点 M(x1,y1)，N(x2,y2)，

易得 lAM : y+1=
y1 +1
x1 +2

(x+2)，令 x=−4 得 yp =−x1 +2y2 +4
x1 +2

，同理 yQ =−x2 +2y2 +4
x2 +2

，

由图不难发现
|PB|
|BQ|

=

∣∣∣∣ yp

yQ

∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣
−x1 +2y1 +4

x1 +2

−x2 +2y2 +4
x2 +2

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣(x1 +2y1 +4)(x2 +2)
(x2 +2y2 +4)(x1 +2)

∣∣∣∣，
将 x1 和 x2 利用直线 x = ty−4 进行替换得到原式 =

∣∣∣∣ ty1y2 −2y1

ty1y2 −2y2

∣∣∣∣，不难发现这个式子

就是所谓的类型二的结构，其痛点在于我们没有学过对于单独的 y1 这样的结构的处理. 我

们给出以下两个处理角度：

法 1.1 我们让单独的 y1 变成我们熟悉的 y1 + y2，即 y1 = (y1 + y2)− y2，

这样一来我们可以将原式化为

∣∣∣∣ ty1y2 −2(y1 + y2)+2y2

ty1y2 −2y2

∣∣∣∣，观察上面的式子，我们可以

回想到反设直线的初衷之一——可以和积转换，此时我们联立直线：
x2

8
+

y2

2
= 1

x = ty−4
⇒ (

1
2
+

t2

8
)y2 − ty+1,y1 + y2 =

t
1
2
+

t2

8

,y1y2 =
1

1
2
+

t2

8

⇒ y1 + y2 = ty1y2
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因此原式进一步化简为

∣∣∣∣ ty1y2 −2ty1y2 +2y2

ty1y2 −2y2

∣∣∣∣= ∣∣∣∣−ty1y2 +2y2

ty1y2 −2y2

∣∣∣∣= 1.

法 1.2 我们也可以选择将 y1y2 之间换成 y1 + y2，则原式化简为∣∣∣∣y1 + y2 −2y1

y1 + y2 −2y2

∣∣∣∣= ∣∣∣∣y2 − y1

y1 − y2

∣∣∣∣= 1.

我们通常称 法 1.1 为凑韦达消元、法 1.2 为和积转换. 其实，两种方法的实质都是和

积转换，即通过由直线斜截式（截距为确定的数）与圆锥曲线联立得到的和积具有参数为

斜率的倍数关系的式子进行转化. 也即：这个方法的前提是要正确地设直线. 这个内容我们

将在后续章节进行讲解.

法 2 观察上面的图象，我们发现：因为 M,N 是无顺序的，因此当图中 M 和 N 的顺

序交换后，P,Q 的标点也会交换，但是 |PB| 和 |BQ| 的长度不会发生改变，因此我们发现

这个比例满足

|PB|
|BQ|

=
|BQ|
|PB|

=
1

|PB|
|BQ|

，不难发现
|PB|
|BQ|

= 1 ⇒ |PB|− |BQ|= 0 ⇒ yP + yQ = 0.

以上介绍的是这个思路的前期处理的一个角度，也可以选择通过特殊值的代入进行计

算求得这个比例的值. 这种思路叫作先猜后证法，是对于此类定值定点问题的一种常见的

思路. 在本题中，我们通过先猜后证将求

∣∣∣∣ yP

yQ

∣∣∣∣转变为证明 yP +yQ = 0，使得思路更加明了，

同时回避了非对称韦达的结构.

1.5.2 习题精选

■ 习题 1.25 — 2021 丰台期末节选. 已知椭圆 W :
x2

12
+

y2

4
= 1，A(0,2)，B(−3,−1). 直线 AB

与 x 轴交于点 M(m,0)，过点 M 作不垂直于坐标轴且与 AB 不重合的直线 l，l 与椭圆 W 交

于 C,D 两点，直线 AC,BD 分别交直线 x = m 于 P,Q 两点. 证明：
|PM|
|MQ|

为定值. ■
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■习题 1.26 — 2021通州期末节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1 的左右顶点为 A,B. 过椭圆 C 的

右焦点作斜率不为 0 的直线 l 交椭圆 C 于 M,N 两点，直线 AM,BN 交于点 Q. 证明：点 Q

在直线 x = 4 上. ■

■习题 1.27 — 2020全国 I卷文节选. 已知椭圆 E :
x2

9
+ y2 = 1 的左、右顶点为 A,B，上顶点

为 G，P 为直线 x = 6 上的动点，PA 与 E 的另一交点为 C，PB 与 E 的另一交点为 D. 证明：

直线 CD 过定点. ■
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■习题 1.28 — 2021江苏一模节选. 已知椭圆 C :
x2

2
+ y2 = 1 的右焦点 F，过点 (2,0) 的直线

l 与椭圆 C 交点 A,B. 设直线 AB,BF 的斜率分别为 k1,k2(k2 ̸= 0)，证明：
k1

k2
为定值. ■
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1.6 最值计算

简述 在圆锥曲线大题最值问题中，通常涉及一个有一定处理技巧要求的式子，需要利用

基本不等式、二次函数、导数等工具进行求值. 在本节中我们将对这个内容进行训练.

目标 根据本节所学，在 120 秒对于所要求最值的特定的式子，确定方向并求得最值.

1.6.1 专题例析

1 基本不等式

（1）（2006 北京卷理）siti = 2，且 si > 0, ti > 0(i = 1,2)，
−→
OA · −→OB =

1
2

s1s2 +
1
2

t1t2 ≥

√
s1s2t1t2 = 2，当且仅当 s1s2 = t1t2 即

x1 = x2

y1 =−y2

时等号成立.

（2）（2011北京卷理）|AB|= 4
√

3|m|
m2 +3

=
4
√

3

|m|+ 3
|m|

≤ 2，当且仅当 m =±
√

3 时等号成立.

（3）（2014北京卷文）|AB|2 =
x2

0
x
+

8
x2

0
+4 ≥ 4+4 = 8，当且仅当 x2

0 = 4 时等号成立.

提示 基本不等式是最值运算中最常出现的考察形式. 对于基本不等式的性质，我们

需要尤其注意当且仅当“等”的条件下不等式等号成立.

2 二次函数

（1）（2008北京卷理）S =

√
3

4
(−3n2 +16)

(
−4

√
3

3
< n <

4
√

3
3

)
，Smax = 4

√
3.

（2）（2019西城一模文）SABCD = 8

√
k2(3k2 +1)
(4k2 +1)2 ，令 t = 4k2+1，SABCD = 2

√
− 1

t2 −
2
t
+3，(

1
t
∈ (0,1)

)
，SABCD = 2

√
−
(

1
t
+1
)2

+4 ≤ 2
√

3，SABCDmax = 2
√

3.

（3）（2017西城二模文）S =

√
2

2
|m|

√
4−m2 =

2
2

√
−(m2 −2)2 +4 ≤

√
2.

提示 在一些试题中，我们会遇到根号下具有二次函数形式的结构. 在利用二次函数

性质的同时，我们需要注意定义域.

3 分离常数

（1）（2018延庆一模理）S =
2k2 +1
k2 −1

=−2+
3

1− k2 ≥ 1.

（2）（2017东城一模文）SABCD =
24(m2 +1)2

(2m2 +3)(3m2 +2)
= 4

(
1− m2

6m4 +13m2 +6

)
≤ 4.

（3）（2017大兴一模文）|y1 − t2| = 12

√
k4 + k2

16k4 +24k2 +9
= 12

√√√√ 1
16

−

1
2

k2 +
9
16

16k4 +24k2 +9
≤

12

√
1

16
= 3

提示 通过分离常数进行求最值的式子一般分子和分母中含有次数相同的主元.
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4 导数
（1）（2009年全国 I卷文）S2 = (7+2t)2(7−2t) =−8t3 −28t2 +98t +343(0 < t < 3.5)，

令 f (t) = S2， f ′(t) = −24t2 − 56t + 98 = −2(2t + 7)(6t − 7)，令 f ′(t) = 0，得 t =
7
6

或 −7
2

（舍）. 当 0 < t <
7
6

时， f ′(t)> 0；当 t =
7
6

时， f ′(t) = 0；当
7
6
< t <

7
2

时， f ′(t)< 0. 所以

当 t =
7
6

时， f (t) 有最大值，即四边形 ABCD 的面积最大，此时点 P 的坐标为
(

7
6
,0
)

.

（2）（2017 浙江卷理）|AP| · |PQ| = −x4 +
3
2

x2 + x+
3
16

,x ∈
(
−1

2
,
3
2

)
，设为 f (x)，则

f ′(x) = −4x3 + 3x+ 1 = −(x− 1)(2x+ 1)2，所以 f (x) 在
(
−1

2
,1
)

上单调递减，在
(

1,
3
2

)
上单调递增，所以 f (x)max = f (1) =

27
16

，即 |AP| · |PQ| 的最大值为
27
16

.

提示 需要通过求导进行求最值的结构特征一般包括主元最高次项大于等于 3 的式子.

5 其他形式

（1）（2018北京卷文）|AB|=
√

6(4−m2)

2
，m2 = 0 时，|AB|max =

√
6.

（2）（2010北京卷文）y = 2sin
(

θ +
π
6

)
，θ ∈ (0,π)，当 θ =

π
3
，即 t =

1
2

时，ymax = 2.

（3）（2016海淀一模理）2

√(
1− 4

x0

)2

−
(

4y0

x0

)2

= 2
√

5− 8
x0

≤ 2
(

x0 ∈
(

8
5
,2
])
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1.6.2 习题精选

■习题 1.29 求下列式子的最小值

（1）21k2 +
5
k2 ；

（2）
k

21+5k2 变式：
|k|

21+5k
；

（3）21k2(5− k2) 变式：21k
√

5− k2；

（4）
21
√

k2 +1
3k2 +7

.

■

■习题 1.30 求下列式子的最值

（1）
1
2

√
21−m2

7
|m−7|； （2）(7+2

√
21−m2)(5m2 −12).

■

■习题 1.31 求下列式子的最值

（1）（2020东城一模）|CD|=

√
8
3
+

8k2

3(2k2 +1)
；

（2）（2018海淀二模理）SOFPT =

√
3

2

√
x2

0
4
+ x0y0 + y2

0，
x2

0
4
+ y2

0 = 1；
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（3）（2017平谷一模文）|OB|=
∣∣∣∣−2y2

0 −3
2y0

∣∣∣∣；

（4）（2016顺义一模理）S△AOB =
1
2

√
1+ k2 ·4 ·

√
1+4k2 −m2

(1+4k2)2 · |m|√
1+ k2

，m ∈ (−6,0).

（5）（2016石景山一模）S∆AOB =
1
2

√
4m−2m2，m ∈ (0,2).

■

■习题 1.32 求式子
x4

4p2 −2px+2p2 的最值.

■

■习题 1.33 — 2020联赛一试 A卷 11题. 求下面式子的最值
(m2 +1)3

m(m2 −1)2 . ■
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1.7 知识总结

1 联立直线

联立直线 y = kx+m，椭圆
x2

a2 +
y2

b2 = 1，


x2

a2 +
y2

b2 = 1

y = kx+m
⇒ 消 y 得：

(
1
a2 +

k2

b2

)
x2 +

2km
b2 x+

m2

b2 −1 = 0

显然，
(

1
a2 +

k2

b2

)
恒不为 0，因此该方程为一元二次方程，且

∆ =

(
2km
b2

)2

−4
(

1
a2 +

k2

b2

)(
m2

b2 −1
)
= 4

(
1
a2 +

k2

b2 −
m2

a2b2

)

2 韦达化简
对于形如 (kx1 +m)(kx2 +m) 这样的对称式，我们给出相应的运算逻辑：

写出结构 ⇒ 求出二次项和一次项系数、常数项 ⇒ 写出结果.

3 代入计算
我们会发现这样的情况，在根据几何条件化简之后，我们可以整理出一个这样的式子

(1+ k2)x1x2 + km(x1 + x2)+m2 = 0

不难想到，接下来需要代入韦达定理的结果进行进一步操作，我们给出此部分：

结合之前求得的一元二次方程(
1
a2 +

k2

b2

)
x2 +

2km
b2 x+

m2

b2 −1 = 0

写出韦达定理的结论

x1 + x2 =
−2km

b2

1
a2 +

k2

b2

x1x2 =

m2

b2 −1

1
a2 +

k2

b2

下面我们给出将该式代入对称式，给出结果：

(
1+ k2) m2

b2 −1

1
a2 +

k2

b2

+ km ·
−2km

b2

1
a2 +

k2

b2

+m2 = 0

进一步，我们对等式两边同时乘以
1
a2 +

k2

b2 ，得

(1+ k2)

(
m2

b2 −1
)
+ km

(
−2km

b2

)
+m2

(
1
a2 +

k2

b2

)
= 0
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对于这个式子，我们想要体现的依然是计算的逻辑性. 让我们再翻回到章头，默念一

遍三个考量，此时我们进一步思考：复杂项优先删掉——如本题中
k2m2

b2 可以删除，第一

项中还剩下 −1− k2 +
m2

b2 ，第二项被删去，第三项还剩下
m2

a2 ，因此最后得到结果：

−1− k2 +
m2

b2 +
m2

a2 = 0

4 最值计算
（1）基本不等式：基本不等式是最值运算中最常出现的考察形式. 对于基本不等式的

性质，我们需要尤其注意当且仅当“等”的条件下不等式等号成立.

（2）二次函数：在一些试题中，我们会遇到根号下具有二次函数形式的结构. 在利用二

次函数性质的同时，我们需要注意定义域.

（3）分离常数：需要通过分离常数进行求最值的式子在分子和分母中有次数和数量相

同的主元.

（4）导数法：需要通过求导进行求最值的结构特征一般包括主元最高次项大于等于 3

的式子.

5 非对称韦达
（1）类型一：x1 = λx2（λ 为一个确定的常数）

处理方法：
x1

x2
= λ，进而

x2

x1
=

1
λ
，所以

x1

x2
+

x2

x1
=

x2
1 + x2

2
x1x2

=
(x1 + x2)

2

x1x2
−2 = λ +

1
λ

.

（2）类型二：
r1x1x2 +m1x1 +n1x2 + p1

r2x1x2 +m2x1 +n2x2 + p2
处理方法：先猜后证、凑韦达消元、和积转换.
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2.1 设参训练导读

正如北京市教科院对 2021 年高考真题作出的评价：“第（20）题考查了解析几何中的

主要方法，需要学生具备一定的数学运算核心素养”，圆锥曲线大题是高考中一道体现“数

学运算”核心素养的试题，通俗地说：具有一定的运算量. 圆锥曲线大题中通常涉及众多几

何要素、有着复杂的结构关系、一定的代数变形技巧，同学们往往因此陷入了计算下去的

畏难情绪. 我们分析：这其中重要的遇阻因素在于同学们对设参数的方案和方法并不熟悉：

是直接采用斜率作参量设直线？还是用点的坐标作参量进行求解？如果选择了设点和设直

线，如何设出？在以往做题的过程中，同学们也许并不曾仔细思量过. 在本章节的学习中，

我们将对此进行分析和讲解.

问题 2.1 —问题导学：设参前需要厘清的问题.

1. 何种情况下设点？何种情况下设直线？

2. 当选定了设直线或点后，是否有一定的形式，能对计算进行进一步的简化？

2.2 知识讲解

简述 设参是圆锥曲线大题中的一个重要环节，其方案和方法直接地决定了我们解题过程

的运算逻辑和计算量. 设参包括两个方向：设点、设直线. 通常同学们在解题的过程可能会

感受到这两个设法对一道试题运算量有些影响，但也许又说不出怎样选择会使得运算更流

畅. 因此，本章中我们将会从设参的方案、设参的方法两个维度进行讲解，希望同学们通

过本章节的讲解和训练对设参有进一步的体会，在解题过程中能快速选择出正确的设参时

机，判断出流畅的设参方案和方法.

目标 通过本专题的学习，对引参的时机、方案和方法熟练掌握，在解题中能灵活运用.
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2.2.1 方法概观

核心原则——设而不求

标志 对称 非对称/强相关

类型 直线 点

特征 过定点 (n,0) 其他情况 略

内容 x = ty+n y = kx+m (x,y) (acosθ ,bsinθ)

细节 讨论平行于 x 轴 讨论斜率不存在 二次曲线上的点优先

2.2.2 典型例题

例题 2.1 —设直线的方法.

（1）已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1，过点 P(4,0) 的直线 l 与椭圆交于 A,B 两点，设点 B

关于 x 轴的对称点为 N，求证：直线 AN 过定点.

（2）已知椭圆
x2

3
+

y2

2
= 1，过椭圆右焦点 F(1,0) 的直线与椭圆交于 A，B. 设 C 是

直线 x = 2 上的一点，且满足 CF ⊥ AB，若
−→
OA =

−→
BC（其中 O 为坐标原点），求四边形

OACB 的面积. ■

识别 （1）本小题的条件显然能构成对称式，因此我们选择设直线. 同时发现定点

P(4,0) 在 x 轴上，所以我们选择设直线 l : x = ty+4.

（2）本小题中直线定点 F(1,0) 在 x 轴上，因此我们设直线 l : x = ty+1. 同时，根据题

意：我们要求的四边形 OACB 面积 SOACB = 2SOAB = 2× 1
2
×|OF |× |y1 − y2|，需要用到 A,B

两点纵坐标的距离，因此知要通过消 x 来得到 |y1 − y2|.
解答 （1）当斜率为 0 时，t 不存在，此时 lAN : y = 0，

当斜率不为 0 时，设直线 l : x = ty+4，A(x1,y1)，B(x2,y2)，

由


x2

4
+ y2 = 1

x = ty−4
⇒
(

1+
t2

4

)
y2 +2ty+

16
4
−1 = 0，∆ = 4

(
1+

t2

4
− 16

4

)
> 0，

由韦达定理得 y1 + y2 =
−2t

1+
t2

4

，y1y2 =
3

1+
t2

4

，

所以lAN : y− y1 =
y1 + y2

x1 − x2
(x− x1)，令y = 0，得x =

x1y2 + y1x2

y1 + y2
=

2ty1y2 +4(y1 + y2)

y1 + y2

=
32t +4(−2t)

−2t
=

−2t
−2t

= 1.

（2）设 lAB : x = ty+1，A(x1,y1)，B(x2,y2)，

由 CF2 ⊥ AB，知：lCF2 : y =−t(x−1)，C(2,−t)，

联立


x2

3
+

y2

2
= 1

x = ty+1
⇒
(

1
2
+

t2

3

)
y2 +

2t
3

y+
1
3
−1 = 0，∆ = 4

(
1
2
+

t2

3
− 1

6

)
，
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由韦达定理得 y1 + y2 =
−2t

3
1
2
+

t2

3

，y1y2 =

1
3
−1

1
2
+

t2

3

，

因为
−→
OA =

−→
BC，所以 OACB 为平行四边形，(x1,y1) = (2−x2,−t−y2)，

x1 + x2 = 2

y1 + y2 =−t
，

不难求得 x1 + x2 = t(y1 + y2)+2 =
1

1
2
+

t2

3

，解得 t = 0，y1 + y2 = 0，y1y2 =
4
3
，

SOACB = 2SOAB = 2× 1
2
×|OF |× |y1 − y2|=

4
√

3
3

.

分析 （1）本题中采取 x = ty+4 设法好处在于：首先，联立直线后得到的式子中不

含参，利于用韦达定理得到的积式 y1y2 分子为常数 3；其次，不难发现在最后一步运算中，

当我们代入韦达所得式子进行化简时，分子分母中参数 t 从始至终都是一次，运算量较小.

（2）本题中我们设直线角度的因素包括直线所过定点位置和题设两个方面.

例题 2.2 —设点还是设线（2019北京四中开学考理节选）. 已知椭圆 C :
x2

4
+y2 = 1，A(2,0)，

O 为坐标原点. 若 P（异于点 A）为椭圆 C 上一个动点，过 O 作线段 AP 的垂线 l 交椭圆

C 于点 E,D，求
|DE|
|AP|

的取值范围.

−2 2

−1

1

A

P D

E

■

识别 本题中，定点 A 与曲线上的动点 P 生成了题设中的另外两点 D 和 E，因此动点

P 是一个与另两点强相关的点. 同时，我们发现椭圆方程中的“a2”和“b2”均为整数，因此我

们设 P(2cosθ ,sinθ). 另外，设直线 AP 的方程也能做出本题，我们在法 2 中给出了过程. 然

而，观察 < 法 1> 和 < 法 2> 最后求最值的式子，不难发现 < 法 2> 的结构相对复杂一些.

解答 < 法 1> 设 P(2cosθ ,sinθ)，则 |AP|=
√
(2cosθ −2)2 + sin2θ，|DE|=

√
1+

4(1− cosθ)2

sin2θ
2|XD|，

¬sinθ = 0，|AP|= 4，|DE|= 2，所以
|DE|
|AP|

=
1
2
；

­sinθ ̸= 0，kDE =
sinθ

2cosθ −2
⇒ kDE =

2(1− cosθ)
sinθ

，所以 lDE : y =
2(1− cosθ)

sinθ
x，

联立


x2

4
+ y2 = 1

y =
2(1− cosθ)

sinθ
x

⇒
[

1
4
+

4(1− cosθ)2

sinθ

]
x2 = 1 ⇒ |xD|=

1√
1
4
+

4(1− cosθ)2

sinθ

，
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所以
|DE|
|AP|

=
2

√
1+4(1+ cosθ)2

sin2θ√
sin2θ +16(1− cosθ)2

4sinθ
√

4(1− cosθ)2 + sin2θ

=
4√

sin2θ +16(1− cosθ)2

=
4√

15cos2θ −32cosθ +17

因为 cosθ ∈ [−1,1]，所以
DE
AP

∈
[

1
2
,+∞

)
.

< 法 2>¬当 AP 斜率为 0，|AP|= 4，|DE|= 2，所以
|DE|
|AP|

=
1
2
；

­当 AP 斜率不为 0 设 lAP : y = k(x−2)，联立


x2

4
+ y2 = 1

y = k(x−2)

⇒
(

1
4
+ k2

)
x2 −4k2x+4k2 −1 = 0，∆ = 4

(
1
4
+ k2 − k2

)
= 1，

|AP|=
√

1+ k2

√
∆∣∣∣∣14 + k2

∣∣∣∣ =
√

1+ k2

√
1

1
4
+ k2

=
4
√

1+ k2

1+4k2 ，

lDE : y =−1
k

x，联立


x2

4
+ y2 = 1

y =−1
k

x
⇒
(

1
4
+

1
k2

)
x2 −1 = 0，∆ = 4

(
1
4
+

1
k2

)
，

|DE|=
√

1+
1
k2

√
∆∣∣∣∣14 +

1
k2

∣∣∣∣ =
√

1+
1
k2

√
4
(

1
4
+

1
k2

)
√(

1
4
+

1
k2

)2
=

√√√√√√√16
(

1+
1
k2

)
1+

4
k2

= 4

√
k2 +1
k2 +4

，

所以
|DE|
|AP|

=

4
√

k2 +1√
k2 +4

4
√

1+ k2

1+4k2

=
1+4k2
√

k2 +4
=

4(k2 +4)−15√
k2 +4

= 4
√

k2 +4− 15√
k2 +4

，

因为
√

k2 +4 > 2，所以
|DE|
|AP|

∈
[

1
2
,+∞

)
.

说明 在本题 < 法 2> 中，我们使用到弦长公式，弦长 =
√

1+ k2

√
∆

|二次项系数|
，这里

不做过多阐述，我们将在后续章节提到.
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例题 2.3 —所设点的位置. 设 A,B 分别是椭圆
x2

4
+

y2

3
= 1 的左右顶点，设 P 为直线 x = 4

上不同于 (4,0) 的任意一点，且直线 AP,BP 分别于椭圆相交于 M,N. 求证：点 B 在以

MN 为直径的圆内.

−2 −1 1 2 3 4

−2

2 P

A B

M

N

■

识别 本题中，我们通过条件转化“点 B 在以 MN 为直径的圆内 ⇔ ∠MBN 为钝角

⇔ ∠MBP 为锐角 ⇔−→
BM

−→
BP > 0”，进而想到设点和设直线两种思路均可解决问题.“解答”中

三种方法分别采取了设直线、设直线上的点、设二次曲线上的点三种设点法.< 法 1> 中采

用的设直线 AP 斜率 k 和 < 法 2> 中采取的设点 P 的坐标，其实归根结底都是为了写出直

线 AP 的方程，通过将直线与圆锥曲线联立得到二次函数，进而利用韦达定理达到设而不

求的效果.而 <法 3>设出圆锥曲线上的点M，完美地规避掉了联立直线的过程，进而大大

地减少了计算量，这也是我们在本题中所推荐的方法.

解答 点 B 在以 MN 为直径的圆内 ⇔ ∠MBN 为钝角 ⇔ ∠MBP 为锐角 ⇔−→
BM ·−→BP > 0

< 法 1> 由题，设直线 lAP : x = ty−2，令 x = 4 得 y =
6
t
，P(4,

6
t
)，

联立


x = ty−2
x2

4
+

y2

3
= 1

⇒
(

1
3
+

t2

4

)
y2 − ty = 0，

由韦达定理得 yM + yA =
t

1
3
+

t2

4

=
12t

4+3t2 ，yA = 0，所以 yM =
12t

4+3t2 ，

所以
−→
BM ·−→BP = (xM −2,yM) ·

(
2,

6
t

)
= 2

(
12t2

4+3t2 −4
)
+

12t
4+3t2 ·

6
t

=
24t2

4+3t2 −8+
72

4+3t2

=
24t2 −8(4+3t2)−72

4+3t2 > 0

即 ∠MBP 为锐角，∠MBN 为钝角，所以点 B 在以 MN 为直径的圆内.

< 法 2> 由 A(−2,0)，B(2,0)，P(4,y0)，kAP =
y0

6
，所以 lAP : y =

y0

6
(x+2)，
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联立


x2

4
+

y2

3
= 1

y =
y0

6
(x+2)

⇒
(

1
4
+

y2
0

108

)
x2 +

y2
0

27
x+

y2
0

27
+

(
y2

0
27

−1
)
= 0，

由韦达定理得 xAxM =

y2
0

27
−1

1
4
+

y2
0

108

，又 A(−2,0)，xM =
54−2y2

0

27+ y2
0
，

所以有：
−→
BM ·−→BP = (xM −2,yM) · (2,y0)

= 2(xM −2)+ y0yM

= 2(xM −2)+ y0 ·
y0

6
(xM +2)

= 2
−4y2

0

27+ y2
0
+

y2
0

6
· 108

27+ y2
0

=
10y2

0

27+ y2
0
> 0

即 ∠MBP 为锐角，∠MBN 为钝角，所以点 B 在以 MN 为直径的圆内.

< 法 3> 设 M(x0,y0)，则有
x2

0
4
+

y2
0

3
= 1，设 P(x1,y1)，

因为
−→
AM = λ

−→
AP，所以 (x0 +2,y0) = λ (x1 +2,y1)⇒

x0 +2
x1 +2

=
y0

y1
= λ (x0 ̸=±2,y0 ̸= 0)，

由 P 在直线 x = 4 知 x1 = 4，解得 y1 =
6y0

x0 +2
，P

(
4,

6y0

x0 +2

)
，

所以
−→
BM ·−→BP = (x0 −2,y0) ·

(
2,

6y0

x0 +2

)
=

2
x0 +2

(x2
0 −4+3y2

0)，

又有
x2

0
4
+

y2
0

3
= 1，即 y2

0 =
3
4
(4− x2

0)，

所以
−→
BM

−→
BP =

2
x0 +2

[
x2

0 −4+
9
4
(4− x2

0)

]
=

5
2
(2− x0)> 0，

即 ∠MBP 为锐角，∠MBN 为钝角，所以点 B 在以 MN 为直径的圆内.
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2.3 习题精选

R 阅读三组题目，快速判断设参的方法并写出关键步骤. 这部分试题同学们写出设参的

过程即可，不需要将整题解完.

2.3.1 题组 1

■习题 2.1 — 2021北京卷节选. 已知椭圆 E :
x2

5
+

y2

4
= 1，A(0,−2)，过 P(0,−3) 的直线 l 斜

率为 k，交椭圆 E 于不同的两点 B,C，直线 AB,AC 交 y =−3 于点 M,N. 若 |PM|+ |PN| ≤ 15，

求 k 的取值范围. ■

■习题 2.2 — 2020北京卷节选. 已知椭圆 C :
x2

8
+

y2

2
= 1，A(−2,−1) ，过 B(−4,0) 的直线 l

交椭圆 C 于点 M,N. 直线 MA,NA 分别交直线 x =−4 于点 P,Q，求
|PB|
|BQ|

的值. ■

■习题 2.3 — 2019北京卷文节选. 已知椭圆 C :
x2

2
+y2 = 1，A(0,1)，直线 l : y = kx+ t(t ̸=±1)

与椭圆 C 交于两个不同点 P,Q，直线 AP 与 x 轴交于点 M，直线 AQ 与 x 轴交于点 N.

若 |OM||ON|= 2，求证：直线 l 经过定点.（其中 O 为原点）. ■

■习题 2.4 — 2018北京卷文节选. 已知椭圆 M :
x2

3
+ y2 = 1，斜率为 k 的直线 l 与椭圆 M 有

两个不同的交点 A,B，设 P(−2,0)，直线 PA 与椭圆 M 的另一个交点为 C，直线 PB 与椭圆

M 的另一个交点为 D. 若 C,D 和点 Q
(
−7

4
,
1
4

)
共线，求 k. ■
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■习题 2.5 — 2017北京卷文节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1，A(−2,0)，B(2,0)，点 D 为 x 轴

上一点，过 D 作 x 轴的垂线交椭圆 C 于不同的两点 M,N ，过 D 作 AM 的垂线交 BN 于点

E. 求证: △BDE 与 △BDN 的面积之比为 4 : 5. ■

■习题 2.6 — 2016北京卷文节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1，A(2,0)，B(0,1)，设 P 为第三象

限内一点且在椭圆 C 上，直线 PA 与 y 轴交于点 M ，直线 PB 与 x 轴交于点 N . 求证: 四边

形 ABNM 的面积为定值. ■

■习题 2.7 — 2015北京卷理节选. 已知椭圆C :
x2

2
+y2 = 1，P(0,1)，椭圆上一点 A(m,n)(m ̸= 0)，

直线 PA 交 x 轴于点 M. 设 O 为原点，点 B 与点 A 关于 x 轴对称，直线 PB 交 x 轴于点 N.

问: y 轴上是否存在点 Q ，使 ∠OQM = ∠ONQ ? 存在，求点 Q 坐标；不存在，说明理由. ■

■ 习题 2.8 — 2014 北京卷理节选. 已知椭圆 C : x2 +2y2 = 4. 设 O 为坐标原点，若点 A 在椭

圆 C 上，点 B 在直线 y = 2 上，且 OA ⊥ OB 求直线 AB 与圆 x2 + y2 = 2 的位置关系，并证

明你的结论. ■

■习题 2.9 — 2011北京卷文节选. 已知椭圆 G :
x2

12
+

y2

4
= 1，斜率为 1 的直线 l 与椭圆 G 交

于 A,B 两点，以 AB 为底边作等腰三角形，顶点 P(−3,2). 求 △PAB 的面积. ■
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■习题 2.10 — 2008北京卷文节选. 已知 △ABC 的顶点 A,B 在椭圆 x2 +3y2 = 4 上，C 在直线

l : y = x+2 上，且 AB ∥ l. 当 ∠ABC = 90◦ ，且斜边 AC 的长最大时，求 AB 所在直线的方程.

■

2.3.2 题组 2

■习题 2.11 — 2021西城一模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1，点 E

(
1,

3
2

)
，左顶点为 D ，右

焦点为 F . 已知直线 y = kx+ 1 与椭圆 C 交于 A,B 两点. 过点 B 作直线 y = t(t >
√

3) 的垂

线，垂足为 G. 是否存在常数 t ，使得直线 AG 经过 y 轴上的定点? 若存在，求 t 的值；若

不存在，请说明理由. ■

■习题 2.12 — 2021海淀一模节选. 已知椭圆 M :
x2

4
+y2 = 1，A(−2,0)，B(0,1)，设椭圆右顶

点为 C ，点 P 在椭圆上 (不与椭圆 M 的顶点重合)，直线 AB 与直线 CP 交于点 Q ，直线

BP 交 x 轴于点 S . 求证: 直线 SQ 过定点. ■

■习题 2.13 — 2021朝阳一模节选. 已知椭圆 C :
x2

3
+y2 = 1，A(0,1)，B(0,−1)，若点 M 为椭

圆 C 上异于 AB 的任意一点，过原点且与直线 MA 平行的直线与直线 y = 3 交于点 P ，MB

与 y = 3 交于点 Q . 试判断以线段 PQ 为直径的圆是否过定点? 若过定点，求出定点的坐标；

若不过定点，请说明理由. ■
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■习题 2.14 — 2021平谷一模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1(a > b > 0) ，P(0,

√
3) . 设过点 P

的直线与 x 轴交于 N 点，与椭圆的另一个交点为 B ，点 B 关于 x 轴的对称点为 B′ ，直线

PB′ 交 x 轴于点 M . 求证: |OM| · |ON| 为定值. ■

■ 习题 2.15 — 2021 延庆一模节选. 已知椭圆 C :
x2

2
+ y2 = 1(a > b > 0) ，点 P

(
1,

√
2

2

)
. 设

AB 是经过椭圆右焦点 F 的一条弦 (不经过点 P 且 A 在 B 的上方)，直线 AB 与直线 x = 2 相

交于点 M . 记 PA,PB,PM 的斜率分别为 k1,k2,k3，将 k1,k2,k3 如何排列构成一个等差数列，

证明你的结论. ■

■ 习题 2.16 — 2021 东城二模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1 的右焦点为 F ，左，右顶点分

别为 A,B，设过 P(2,1) 的直线 l 与椭圆 C 交于不同的两点 M,N 过点 N 作 x 轴的垂线，与

直线 BM 交于点 D,E 为线段 DN 的中点. 证明: 直线 BE 的斜率为定值. ■

■习题 2.17 — 2021西城二模节选. 已知椭圆 C :
x2

9
+

y2

3
= 1 ，其长轴的两个端点分别为 A,B.

点 P 为椭圆上除 A,B 外的任意一点，直线 AP 交直线 x = 4 于点 E ，点 O 为坐标原点，过

点 O 且与直线 BE 垂直的直线记为 l ，直线 BP 交 y 轴于点 M ，交直线于点 N ，求 △BMO

与 △NMO 的面积之比. ■
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■习题 2.18 — 2021海淀二模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1，F1,F2 为椭圆的左、右焦点，E

是椭圆上的一点.M,N 是 y 轴上的两个动点（点 M 与点 E 位于 x 轴的两侧），∠MF1N =

∠MEN = 90◦，直线 EM 交 x 轴于点 P，求
|EP|
|PM|

的值. ■

■习题 2.19 — 2021丰台二模节选. 已知椭圆 C :
x2

3
+ y2 = 1, 过点 (−1,0) 的直线交椭圆 C 于

点 A,B. 在 x 轴上是否存在定点 P, 使
−→
PA ·−→PB 为定值? 若存在, 求点 P 的坐标及

−→
PA ·−→PB 的值;

若不存在说明理由. ■

■习题 2.20 — 2021顺义二模节选. 已知椭圆 G :
x2

8
+

y2

4
= 1 . 过点 M(0,1) 且斜率为 k(k ̸= 0)

的直线 l 交椭圆 G 于 A,B 两点, 在 y 轴上是否存在点 N 使得 ∠ANM = ∠BNM （点 N 与点

M 不重合）? 若存在，求出点 N 的坐标；若不存在，请说明理由. ■

2.3.3 题组 3

■ 习题 2.21 — 2016 北京卷理节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1(a > b > 0) 的右顶点 A 上顶点

B. 设 P 是椭圆 C 上的一点, 直线 PA 与 y 轴交于点 M, 直线 PB 与 x 轴交于点 N，求证:

|AN| · |BM| 为定值. ■
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■ 习题 2.22 — 2015 北京卷文节选. 已知椭圆 C : x2 + 3y2 = 3, 过点 D(1,0) 且不过点 E(2,1)

的直线与椭圆 C 交于 AB 两点, 直线 AE 与直线 x = 3 交于点 M. 试判断直线 BM 与直线 DE

的位置关系, 并说明理由. ■

■习题 2.23 — 2010北京卷文节选. 已知椭圆 C :
x2

3
+ y2 = 1 ，直线 y = t 与椭圆 C 交于不同

的两点 M,N, 以线段 MN 为直径作圆 P, 圆心为 P. 设 Q(x,y) 是圆 P 上的动点, 当 t 变化时,

求 y 的最大值. ■

■习题 2.24 — 2018海淀二模理节选. 已知椭圆
x2

4
+ y2 = 1，F 为右焦点，圆 O : x2 + y2 = 1，

P 为椭圆 C 上一点，且 P 位于第一象限，过点 P 作 PT 与圆 O 相切于点 T，使得点 F,T 在

OP 两侧. 求四边形 OFPT 面积的最大值. ■

■ 习题 2.25 — 2012 联赛一试 11 题节选. 如图，在平面直角坐标系 XOY 中，菱形 ABCD 的

边长为 4，且 |OB|= |OD|= 6，当点 A 在半圆 (x−2)2 + y2 = 4(2 ≥ x ≥ 4) 上运动时，求点

C 的轨迹.

■
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2.4 知识总结

1 设参方案
当我们在进行条件翻译时，首先会关注条件中圆锥曲线上的点是否对称或成对出现.

如果是，我们就会考虑“设线法”. 所谓“设线法”，即以线为源，利用方程思想，将直线

和圆锥曲线联立构建一元二次方程，进而利用韦达定理解决问题，以达到设而不求的目的，

简化了计算. 注意：韦达定理的条件是式子要对称，所以圆锥曲线上的已知点也应当是对

称的.如果不是，我们就会考虑“设点法”. 所谓“设点法”，即以点为源，设出直线或圆锥曲线

上点的坐标，利用点的坐标作为参数来解决问题. 这种方法通常不需要将直线与圆锥曲线

进行联立. 通常我们会在这两种情况下设点：其一是图形非对称，其二是与其他点强相关.

同时，我们说：在选点的时候，优先选取二次曲线上的点，此来会对计算有进一步的简化.

2 设参方法
1. 设点的方法

当我们采取“设点法”时，在整个解题过程中，动点的坐标贯穿始终. 题目几何条件的代

数转化，结论的直线方程的表示，都依赖动点坐标.

在用“设点法”解题的过程中，要始终具有目标意识，用敏锐的观察力，分析条件和目

标的差异，用动点坐标作为参数去表示其他的点、线或几何量，并要充分利用动点坐标满

足曲线方程的条件，及时进行有效地化简调整 (常用平方及 xi,yi 的切换)，将条件不断向目

标转化，推进解题过程，这是“设点法”的大致解题模式.

我们对“设点法”给出以下两个提示：

（1）二次曲线上的点优先于直线上的点：设直线上的点本质在于通过直线上的点的坐

标表示直线斜率，进而联立直线运用韦达定理. 这与设直线就无异了.

（2）三角换元：椭圆
x2

a2 +
y2

b2 = 1 上的点可以表示为

x = bcosθ

y = asinθ
(θ为参数).

2. 设直线的方法

设直线方程的目的在于引入参数，进行代数运算. 这一步的精华在于：如何引入参数

才能使运算过程尽可能的简洁. 很大程度上，这一步决定了后面的计算量.

一般来说直线的设定依据以下三个条件：已知中是否给出？（如果给出则直接使用）.

是否过坐标轴上的定点？椭圆方程中 x2,y2 分母谁大？

（1）若题目中没给出直线形式，过 x 轴定点或 x2 分母较大时，反设直线 x = ty+n.

这种设法的好处在于：¬核心条件表示成纵坐标更好——计算量小；­所设直线的斜

率可以不存在——不用讨论；®直线过轴上的定点——联立简单.

提示：如果计算过程中，发现此设法较麻烦，立刻转用传统设法. 此外，此设法一定要

先关注 m 不存在——直线平行于 x 轴的情况.

（2）如果题目中没有明确提示，一般采取传统设法 y = kx+m.

这种设法是基于两点考虑：¬联立出方程的过程简洁；­消参方便.

此外，使用此设法一定要先关注斜率 k 不存在——直线垂直于 x 轴的情况.





CHAPTER 3. 定值定点问题

3.1 定值定点问题导读

简述 定值定点问题是北京高考真题和模拟试题中非常常见的一类题目，相信大家通过日

常的练习和考试，一定见到过不少此类型的试题，并且应当有一定的解题策略. 其实，在

我们看来，定值定点问题仍然是需要通过解析几何工具与几何直观相结合进行综合应用的

一类试题，解题思路其实和其他的解析几何题型并无太大差异. 但是，我们指出，此类题

有一种比较独有的思想，即先猜后证思想. 在定值定点问题中，我们常常运用先猜后证思

想，在进行运算前，先拿住结果，进而使得我们的解题方向更加明确. 因此，在本章中，我

们不谈其他，只谈拿住答案的方法.

目标 根据具体题干，选择出快速猜得结论的方法，迅速拿到结论，优化解题路径.

3.2 专题例析

3.2.1 确定参数

例题 3.1 — 2021海淀一模节选. 已知椭圆 M :
x2

4
+y2 = 1，A(−2,0)，B(0,1). 设椭圆 M 的

右顶点为 C，点 P 在椭圆 M 上（点 P 不与椭圆 M 的顶点重合），直线 AB 与直线 CP 交

于点 Q，直线 BP 交 x 轴于点 S，求证：直线 SQ 过定点. ■

分析 当我们遇到一道圆锥曲线的定值、定点试题，当我们需要这个定值或定点时，我

们想到：既然这个值是定值，那么无论其他参数如何变化，我们依然可以得到这个定值.

因此，我们确定这个定值的策略之一即：将其他参数确定，如本题我们需要确定直线

SQ 的定点，我们可以考虑通过两组确定的参数，分别得到直线 SQ 的方程，进而把两根直

线方程联立即可求得定点.

提示 确定参数是定值定点问题拿住答案的一个基本策略，我们通常通过将不确定的

参数取到一个确定的整点，这个整点可能是一个比较好算的点，如有时候我们对直线取斜

率不存在等.
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对于本题来说，这个策略不是最佳的，但是仍然建议同学们自行计算一遍，体会一下

这个过程. 通过本节的学习后，希望同学们可以对这道题有新的思路，可以在“习题精选”中

再将这道题以更优方法解决.

3.2.2 极端原理

例题 3.2 直线 l 与椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1 相交于 C,D，与 x 轴相交于 M，已知 A,B 是椭圆

的左右顶点，且直线 AC,BD 相交于点 N，证明：
−−→
OM ·−→ON 是定值. ■

分析 根据题意作出图象（左图），发现所求定值
−−→
OM ·−→ON 是由 M,N 与 O 构成的向量

生成，进而通过作图顺序找到其关联：过定点 M 的直线交椭圆于 C,D 两点，延长 AC,BD

交于点 N. 我们可以说：动点 M 是这个定值形成的动因——我们有了 M，进而才有了 N.

因此，我们考虑通过给予 M 一个特殊的位置，使得 N 有一个相应的位置，能让我们

快速求得这个定值：我们考虑将点 M 无限趋近点 A，则得到右图.

−3 −2 −1 1 2

−1

1

2

O BAM

C

D
N

−3 −2 −1 1 2

−1

1

2

O BAM(N)

C

通过观察右图，我们不难发现
−−→
OM ·−→ON = 2×2 = 4.

例题 3.3 — 2022东城期末节选. 已知椭圆 C :
x2

3
+

y2

2
= 1，A(−

√
3,0)，F(1,0). 设 P 为椭

圆 C 上一动点 (不在 x 轴上），M 为 AP 中点，过原点 O 作 AP 的平行线，与直线 x = 3

交于点 Q. 问：直线 OM 与 FQ 斜率的乘积是否未定值？若为定值，求出该值；若不为

定值，请说明理由. ■

分析 根据题意作出图象（左图），根据位置关系猜测 OM 和 FQ 具有垂直关系. 进

而，我们将 P 置于特殊位置，一个无限趋近 A 的点（右图），我们发现此时 M 几乎与 A

重合，且平行线与 x = 3 交于无穷远处的点，可以近似地认为：OM 与 FQ 垂直，进而有

kOM · kFQ =−1.

提示 本题难度不大，因此利用先猜后证思想做题其实没有太起到简化过程的作用. 此

处提及只是为了例析极端思想，提供一个求定值的思路.

−2 −1 1 2 3 4

−1

1

2

O BA

P

M

Q

F
−2 −1 1 2 3 4

−1

1

2

O BA(M,P)

Q

F
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3.2.3 点交换

例题 3.4 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1，过点 P(4,0) 的直线 l 与椭圆交于 A,B 两点，设点 B

关于 x 轴的对称点为 N，求证：直线 AN 过定点. ■

提示 这道题是第二章中的第一道例题，同学们可以发现：在解答过程的最后，我们

直接对 y 赋值 0 得到 x = 1. 这里同学们是否会好奇为什么我们能直接拿住 y = 0 呢？显然

我们也用到“先猜后证”思想.

分析 首先我们出图象（左图）. 接着，因为我们发现：题干中只告诉我们过点 P 的直

线交点 P 圆锥曲线于 A,B 两点，其实这也暗示我们 A,B 是没有次序的. 因此我们将 A 和 B

的位置进行交换，得到右图，发现两条直线显然交于 x 轴上一点，我们可以拿住 y = 1.

−2 −1 1 2 3 4

−1

1

O P

A
B

N
−2 −1 1 2 3 4

−1

1

O P

B
A

N

例题 3.5 — 2020北京卷节选. 已知椭圆 C :
x2

8
+

y2

2
= 1，A(−2,−1)，过 B(−4,0) 的直线 l

交椭圆 C 为点 M,N，直线 MA,NA 分别交直线 x =−4 于点 P,Q. 求
|PB|
|BQ|

的值. ■

分析 首先我们根据题意作出图象（左图）. 同上题我们想到将点 M,N 的次序进行交

换. 我们发现：在各线段长度没有发现的情况下，P,Q 的次序也相应地发生了改变. 因此我

们有：

|PB|
|BQ|

=
|BQ|
|PB|

=
1

|PB|
|BQ|

，不难发现
|PB|
|BQ|

= 1 ⇒ |PB|− |BQ|= 0 ⇒ yP + yQ = 0.

−4 −3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

A

B

N

M

P

Q

−4 −3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

A

B

M

N

Q

P
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3.3 习题精选

■习题 3.1 — 2021东城一模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1，D(−2,0). 过点 A(−4,0) 的直线 l

（不与 x 轴重合）与椭圆 C 交于 P,Q 两点，点 T 与点 Q 关于 x 轴对称，直线 T P 与 x 轴交

于 H. 是否存在常数 λ，使得 |AD| · |DH|= λ (|AD|− |DH|) 成立，若存在，求出 λ 的值；若

不存在，说明理由. ■

■习题 3.2 — 2021海淀一模节选. 已知椭圆 M :
x2

4
+ y2 = 1，A(−2,0),B(0,1),C(2,0). 点 P 在

椭圆 M 上（点 P 不与椭圆 M 的顶点重合），直线 AB 与直线 CP 交于点 Q，直线 BP 交 x 轴

于点 S. 求证：直线 SQ 过定点. ■
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■ 习题 3.3 — 2021 平谷一模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1，P(0,

√
3). 设过点 P 的直线与 x

轴交于 N 点，与椭圆的另一个交点为 B，点 B 关于 x 轴的对称点为 B′，直线 PB′ 交 x 轴于

点 M. 求证：|OM| · |ON| 为定值． ■

■习题 3.4 — 2021北京二中 10月月考. 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1. 设直线 l 与椭圆 C 交于 A,B

两点，且以 AB 为直径的圆过椭圆右顶点 M. 求证：直线 l 恒过定点． ■
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■习题 3.5 — 2021人大附中开学考节选. 已知椭圆 C :
x2

9
+ y2 = 1. 点 M，N 为椭圆 C 上异于

A，B 的两点，直线 AM，BN 相交于点 P．若点 P 在直线 x =
9
2

上. 证：直线 MN 过定点．■

■习题 3.6 — 2021人大附中 12月考节选. 已知椭圆 C :
x2

8
+

y2

2
= 1. 直线 l 与椭圆 C 有两个不

同的交点 A,B，且直线 PA 交 y 轴于 M，直线 PB 交 y 轴于 N．设 O 为原点，若 |OM|= |ON|，
求证：直线 l 经过定点． ■
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■习题 3.7 — 2021人大附中 2月考节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1. 过椭圆 C 右焦点 F 作直线

l 交椭圆 C 于 A,B 两点，交 y 轴于 M 点. 若
−→
MA = λ1

−→
AF ,

−→
MB = λ2

−→
BF，证：λ1 +λ2 为定值. ■

■ 习题 3.8 — 2021 昌平期末节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1. 设过点 F (1,0) 且斜率为 k 的直

线 l 与椭圆 C 交于 A,B 两点，线段 AB 的垂直平分线交 x 轴点 D. 判断：
|AB|
|DF | 是否为定值？

如果是定值，请求出此定值；如果不是定值，请说明理由 ■
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■习题 3.9 — 2021房山二模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1，O 为坐标原点，F 是椭圆 C 的右

焦点，A 为椭圆上一点且 AF ⊥ x 轴. 椭圆 C 上一点 P(x0,y0)(y0 ̸= 0)的直线 l：
x0x
a2 +

y0y
b2 = 1

与直线 AF 相交于点 M，与直线 x = 4 相交于点 N．证明：
|MF |
|NF |

为定值． ■

■习题 3.10 — 2021学科综合能力测试节选. 已知椭圆 C :
x2

6
+ y2 = 1. 经过原点的直线与椭圆

C 交于 P,Q 两点，直线 PM 与直线 PQ 垂直，且与椭圆 C 的另一个交点为 M. 当点 P 不是

椭圆 C 的顶点时，求直线 PQ 和直线 QM 的斜率之比. ■
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4.1 条件分析导读

简述 条件分析是我们在简述解决圆锥曲线问题中非常重要的一个环节. 通常，当我们看到

题中的一些信息，用代数表达式表示几何条件的这个过程就叫做条件分析. 不同于一些常

规的条件分析的讲法，我们采用由条件转化的工具入手的角度，旨在让同学们在学完本章

后，不仅能对我们所学过、做过的例题熟练掌握，而且能在遇到新的试题时快速调用我们

的条件转换“工具库”，进而快速进行解答.

目标 通过本章的学习，希望同学们对条件转换的工具有所了解，在解题中能快速调用.

4.2 弦长与面积

4.2.1 专题例析

4.2.1.1 弦长公式

y = kx+m：|l|=
√

1+ k2|x1 − x2|=
√

1+ k2

√
∆

|二次系数|
；

x = ty+n：|l|=
√

1+ t2|y1 − y2|=
√

1+ t2

√
∆

|二次系数|
.

说明 当两点在不同曲线上时，选择
√

1+ k2|x1 − x2| 和
√

1+ t2|y1 − y2|；

当两点在同一二次曲线上时，选似
√

1+ k2

√
∆

|二次系数|
和

√
1+ t2|y1−y2|=

√
1+ t2

√
∆

|二次系数|
.
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例题 4.1 — 2011北京卷理节选. 已知椭圆 G :
x2

4
+ y2 = 1，过点 (m,0) 作圆 x2 + y2 = 1 的

切线 l 交椭圆 G 于 A,B 两点. 将 |AB| 表示为 m 的函数，并求 |AB| 的最大值.

−2 −1 1 2

−1

1

M

A

B

■

分析 设 l : x = ty+m，根据前面所学易得联立后 ∆ = 4
(

t2

4
+1− m2

4

)
= t2 −m2 +4，

进而我们根据上述“弦长公式”，得到 |AB|=
√

1+ t2

√
t2 −m2 +4

t2

4
+1

，

接着我们根据相切条件，有：
|m|√
1+ t2

= 1⇒|m|=
√

1+ t2 ⇒m2−1= t2 ⇒ t2−m2 =−1，

所以我们有：|AB|= |m|
√

3
m2 +3

4

=
4
√

3|m|
m2 +3

=
4
√

3

|m|+ 4
√

3
|m|

(|m| ≥ 1).

提示 弦长 |AB| 中 A,B 两点均在椭圆上，因此我们采取
√

1+ t2

√
∆

|二次系数|
的形式.
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例题 4.2 — 2013海淀一模文节选. 已知圆 M : (x−
√

2)2 + y2 =
7
3
，椭圆 C :

x2

2
+ y2 = 1. 若

存在直线 l : y = kx，使得直线 l 与椭圆 C 交于 A,B 两点，与圆 M 分别交于 G,H 两点，

点 G 在线段 AB 上，且 AG = BG，求 k 的值.

−2 −1 1 2 3

−1

1

f

A

B

G

H

■

分析 |AG|= |BH| ⇒ 椭圆弦长、圆的弦长 ⇒ |AB|= |GH|，
|AB|=

√
1+ k2|x1 − x2|= 2

√
1+ k2|x1|，|GH|= 2

√
r2 −d2，

x2

2
+ y2 = 1

y = kx
⇒ (

1
2
+ k2)x2 = 1 ⇒ |x1|=

1√
1
2
+ k2

⇒ |AB|= 2
√

1+ k2√
1+2k2

2

，

d =
|
√

2k|√
1+ k2

⇒ |GH|= 2

√
7
3
− 2k2

1+ k2 = 2

√
7+ k2

3(1+ k2)
，

所以 2

√
7+ k2

3(1+ k2)
=

2
√

1+ k2√
1+2k2

2

，化简得 6(1+k2)2 =(1+2k2)(7+k2)⇒ 4k4−3k3−1= 0，

(4k2 +1)(k2 −1) = 0，解得 k =±1.

提示 当两点不在同一二次曲线上时，我们选择
√

1+ k2|x1 − x2|.
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4.2.1.2 面积

1. 基础公式：S =
1
2

ah（保底）；

2. 对顶角：S =
1
2

absinC，S左 = S右 ⇒ |AC| · |CB|= |CD| · |CE|.

C

B

A E

D

3. 拆分——定长

（1）N(n,0),A(x1,y1),B(x2,y2)，AB 上一点 K ⇒ S△AOB = S△KOB+S△KOA =
1
2
|OK| · |y1−y2|.

−2 −1 1 2

−1

1

N

A

B

O
K

（2）M(0,m),A(x1,y1),B(x2,y2)，AB 上一点 K ⇒ S△BOK −S△AOK =
1
2
|OK| · |x1 − x2|.

−2 −1 1 2

−1

1

O

M

A

B

4.
−→
AB = (x1,y1)，

−→
AC = (x2,y2)，则 S△ABC =

1
2
|x1y2 − x2y1|.

若四边形 ABCD 中 AC,BD 是对角线，且
−→
AC = (x1,y1),

−→
BD = (x2,y2)，则

SABCD =
1
2
|x1y2 − x2y1|.

5.P(x0,y0),A(x1,y1),B(x2,y2)，则 S△PAB =
1
2
|(x0y1 + x1y2 + x2y0)− (x0y2 + x1y0 + x2y1)|.
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例题 4.3 — 2012北京卷文节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

2
= 1，A(2,0)，直线 y = k(x−1) 与椭

圆 C 交于不同的两点 M,N. 当 △ AMN 的面积为

√
10
3

时，求 k 的值. ■

分析 根据题意作出图象，我们想到可以通过两种思路表达面积:

方向 1：S△AMN =
1
2
|KA| · |y1 − y2|=

1
2
|y1 − y2|；

方向 2：设 M(x1,y1),N(x2,y2)，则
−→
AM = (x2 −2,y2),

−→
AN = (x1 −2,y1)，l : x = ty+1，则

S△AMN =
1
2
|(x2 −2)y1 − (x1 −2)y2|=

1
2
|(ty2 −1)y1 − (ty1 −1)y2|=

1
2
|y1 − y2|.

−2 −1 1 2

−1

1

AK

M

N

例题 4.4 — 2020 门头沟一模节选. 已知椭圆 G :
x2

2
+ y2 = 1，上顶点 B(0,1)，直线 l : y =

kx− 2 交 y 轴于 C 点，交椭圆于 P,Q 两点，直线 BP,BQ 分别交 x 轴于点 M,N. 证明：

S△BOM ·S△BCN 为定值. ■

分析 根据题意作出图象，

S△BOM =
1
2
|BO| · |OM|，S△BCN =

1
2
|BC| · |ON|，

S△BOM ·S△BCN =
1
4

13|OM| · |ON|= 3
4
|OM| · |ON|.

2

−2

−1

1 B

C

P

Q

NMO
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例题 4.5 — 2017北京卷文节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1，A,B 为左、右顶点.D 为 x 轴上

一点，过 D 作 x 轴的垂线交椭圆 C 于不同的两点 M,N，过 D 作 AM 的垂线交 BN 于点

E. 求证：△BDE 与 △BDN 的面积之比为 4 : 5. ■

分析 根据题意作出图像，
S△BDE

S△BDN
=

4
5
=

1
2
|BE| ·h

1
2
|BN| ·h

=
4
5
=

2− xE

2− xD
.

−2 −1 1 2

−1

1

A BD

M

N
E

例题 4.6 — 2021石景山一模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1，A,B 为左右顶点.M,N 是椭圆

C 上两个不同的点，四边形 AMBN 是平行四边形，直线 AM,AN 分别交 y 轴于点 P,Q，

求四边形 APFQ 面积的最小值. ■

分析 根据题意作出图像，S四边形APFQ =
1
2
|AF | · |PQ|= 3

2
|PQ|.

−2 −1 1 2
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3
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4.2.2 习题精选

■ 习题 4.1 — 2022 石景山期末节选. 已知椭圆 C :
x2

3
+ y2 = 1，O 为坐标原点，右焦点 F . 椭

圆 C 在 y 轴上的两个顶点为 A,B，点 P 满足
−→
AP ·−→BP = 0，直线 PF 交椭圆于 M,N 两点，且

|MN|=
√

3，求此时 ∠OPF 的大小. ■

■习题 4.2 — 2022西城高二期末节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+y2 = 1，过点 P(1,0) 的直线 l 交椭圆

C 于 M,N 两点. 证明：|MN| ≥ 3. ■
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■ 习题 4.3 — 2022 北京五中十二月考节选. 已知椭圆 G :
x2

2
+ y2 = 1，与 x 轴不重合的直线 l

经过左焦点 F1，且与椭圆 G 相交于 A,B 两点，弦 AB 的中点为 M，直线 OM 与椭圆 G 相

交于 C,D. 是否存在直线 l，使得 |AB|2 = 4|CM| · |DM| 成立？若存在，求出直线 l 的方程；

若不存在，请说明理由. ■

■习题 4.4 — 2021北京临川学校期末. 已知椭圆 E :
x2

2
+ y2 = 1. 设直线 l : y = k(x−1)(k ∈ R)

与椭圆 E 交于 A,B 两点，与圆 x2 + y2 = a2 交于 C,D 两点，求 |AB| · |CD|2 的取值范围. ■
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■习题 4.5 — 2022南开期末节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
，P 为椭圆 C 上的一个动点，右焦点

为 F . 设斜率不为零的直线 PF 与椭圆 C 的另一个交点为 Q，求 |PQ| 的取值范围. ■

■习题 4.6 — 2022华大新高考 11月考. 已知 C1 :
x2

4
+y2 = 1(x ̸=±2)，C2 :

x2

4
−y2 = 1(x ̸=±2).

是否存在过 C1 右焦点的直线 l，满足直线 l 与 C1 交于 C,D 两点，直线 l 与 C2 交于 M,N

两点，且 |MN| =
√

3|CD|？若存在，求所有满足条件的直线 l 的斜率之积；若不存在，请

说明理由. ■
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■ 习题 4.7 — 2022 西城期末节选. 已知椭圆 M :
x2

8
+

y2

4
= 1. 过右焦点 F 的直线 l 与椭圆 M

交于 A,B 两点，BC ⊥ x 轴于点 C，AD ⊥ x 轴于点 D，直线 BD 交直线 x = 4 于点 E. 求

△ECD 与 △EAB 的面积之比. ■

■习题 4.8 — 2022海淀期末节选. 已知椭圆 C :
x2

3
+ y2 = 1. 设直线 l : y = k(x−1)(其中 k ̸= 1)

与椭圆 C 交于不同两点 E,F，直线 AE,AF 分别交直线 x = 3 于点 M,N. 当 △AMN 的面积

为 3
√

3 时，求 k 的值. ■
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■习题 4.9 — 2021海淀期末节选. 已知椭圆 W :
x2

16
+

y2

4
= 1，C(2,

√
3).A,B 分别为椭圆 W 的

左、右顶点，点 D 在椭圆 W 上，且位于 x 轴下方，直线 CD 交 x 轴于点 D. 若 △ACQ 的面

积比 △BDQ 的面积大 2
√

3，求点 D 的坐标. ■

■ 习题 4.10 — 2022 首师大附中 12 月考. 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1. 椭圆 C 的短轴上下端点

分别为 A,B，点 M
(

m,
1
2

)
(m ̸= 0,±

√
3)，若直线 AM,BM 分别交椭圆 C 于 E,F 两点，且

△BME 的面积是 △AMF 面积的 5 倍，求 m 的值. ■
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4.3 角与三角形

4.3.1 专题例析

4.3.1.1 基本条件

1.α ⇒代数化



sinα ⇒

面积

正弦定理

cosα ⇒点乘

tanα ⇒斜率

2. 三角形 ⇒垂直平分线


等腰三角形

等腰直角三角形

等边三角形

弦长公式、面积公式、两点间距离公式、点到直线距离公式

3. 向量 ⇒



平行四边形/三角形⇒菱形、矩形、正方形

数乘

平行/共线

等分点/比例

点乘⇒

角度

长度

4. 长度 ⇒


弦长

投影

向量
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例题 4.7 — 2016 西城二模理节选. 已知椭圆 C :
x2

2
+ y2 = 1. 设过 B(0,m)(m > 0) 的直线 l

与椭圆 C 相交于 E,F 两点，点 B 关于原点的对称点为 D，若点 D 总在以线段 EF 为直

径的圆内，求 m 的取值范围. ■

分析 点 D 线段 EF 为直径的圆内 ⇔−→
DE ·−→DF < 0.

提示 用向量刻画点与圆的位置关系：


点在圆内⇔−→

DE ·−→DF < 0

点在圆上⇔−→
DE ·−→DF = 0

点在圆外⇔−→
DE ·−→DF > 0

−2 −1 1 2

−1

1
B

E

F
D

例题 4.8 — 2020海淀一模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1.A1,A2 为左右顶点，B 为上顶点.

设 M 是椭圆 C 上一点，且不与顶点重合，若直线 A1B 与直线 A2M 交于点 P，直线 A1M

与直线 A2B 交于点 Q. 求证：△BPQ 为等腰三角形. ■

分析 要证 △BPQ 为等腰三角形，我们想到通过证明 PQ 中点与 B 所连成的直线为

PQ 中出现，即
yP + yQ

2
= yB = 1. 因此我们通过表示出 P,Q 的坐标即可证明.

−2 2

−1

1

A1 A2

B
M

P

Q
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例题 4.9 — 2019 海淀二模理节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

2
= 1. 点 P 在椭圆 C 上，A,B 为椭

圆 C 的左顶点和上顶点. 线段 AP 的垂直平分线与 y 轴相交于点 Q，若 △PAQ 为等边三

角形，求点 P 的横坐标. ■

分析 根据 △PAQ 为等边三角形，证明方向有：∠Q =
π
3
，|AP|= |PQ|= |AQ|. 我们选

择通过三角换元设出 A,B 两点，进而表述出 M 点坐标，利用中垂线 MC 的直线方程，令

x = 0 求得 Q 的坐标，表达 |AP|= |AQ|，求解方程即可.

−2 −1 1 2

−1

1

A

B

P

Q

M

例题 4.10 — 2014海淀一模理节选. 已知椭圆 C : 2x2 +3y2 = 9. 上有两点 A,B，M(1,0). 证

明：当 A,B 不关于 x 轴对称时，△MAB 不可能为等边三角形. ■

分析 △MAB 为等边三角形的必要条件是首先它是等腰三角形. 因此，我们通过表达

出 |MA| 和 |MB| 的表达式，进而发现在 A,B 不关于 x 轴对称的情况下，|MA| ̸= |MB|.
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4.3.1.2 复合条件

角相等 α = β


定义代数化



sinα = sinβ ⇒

面积

正弦定理

cosα = cosβ ⇒点乘

tanα = tanβ ⇒斜率

⇒是否做得出

性质：因地制宜（积累）⇒做得快与慢

例题 4.11 — 2010北京卷理节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

4
3

，O 是坐标原点.A(−1,1),B(1,−1)，

P 是椭圆上的一个动点. 设直线 AP,BP 交直线 x = 3 于点 M,N，问：是否存在点 P，使

得 △PAB 与 △PMN 的面积相等？若存在，求出点 P 的坐标；若不存在，说明理由. ■

分析 S△ABP = S△PMN ⇒ S△ABM = S△MNB ⇒ AN ∥ BM ⇒ P =
xA + xT + xN

3
（重心）.

−2 −1 1 2 3

−1

1

2

3

P
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B

M
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例题 4.12 — 2015北京卷节选. 已知椭圆C :
x2

2
+y2 = 1，P(0,1)，椭圆C 上一点 A(m,n)(m ̸=

0)，直线 PA 交 x 轴于点 M. 设 O 为原点，点 B 与点 A 关于 x 轴对称，直线 PB 交 x 轴

于点 N. 问：y 轴上是否存在点 Q，使得 ∠OQM = ∠ONQ？若存在，求点 Q 的坐标；若

不存在，说明理由. ■

分析 ∠OQM =∠ONQ⇒ tan∠OQM = tan∠ONQ⇒ |OM|
|OQ|

=
|OQ|
|ON|

⇒ |OQ|2 = |OM||ON|.

−1 1 2 3

−1

1 P
A

B
N M

Q

O
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例题 4.13 — 2018 石景山期末理节选. 已知椭圆 C :
x2

16
+

y2

12
= 1，P(2,3),Q(2,−3).A,B 是

椭圆上位于直线 PQ 两侧的动点. 当 A,B 运动时，满足 ∠APQ =∠BPQ，试问直线 AB 的

斜率是否未定值？如果为定值，请求出此定值；如果不是定值，请说明理由. ■

分析 ∠APQ = ∠BPQ ⇒ kPA + kPB = 0.

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3
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−1
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2

3
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4.3.2 习题精选

■习题 4.11 — 2015海淀期末理节选. 已知椭圆 M :
x2

4
+

y2

3
= 1，左顶点 C. 过左焦点 F 的直

线 l（不与 x 轴重合）交 M 于 A,B 两点. 是否存在直线 l，使得点 B 在以线段 AC 为直径的

圆上？若存在，求出直线 l 的方程；若不存在，说明理由. ■
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■习题 4.12 — 2013山东卷理节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+y2 = 1. 左、右焦点分别为 F1,F2. 点 P 是

椭圆上除长轴端点外的任一点，连接 PF1,PF2，设 ∠F1PF2 的角平分线 PM 交 C 的长轴于

点 M(m,0)，求 m 的取值范围. ■

■ 习题 4.13 — 2017 西城一模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1，右焦点 F，左顶点 A. 设 O 为

原点，P 为椭圆上一点，AP 的中点为 M. 直线 OM 与直线 x = 4 交于点 D，过 O 且平行于

AP 的直线与直线 x = 4 交于点 E. 求证：∠ODF = ∠OEF . ■





CHAPTER 5. 命题背景

5.1 命题背景导读

有众多的圆锥曲线大题的命制基于一些高观点的命题背景，而近年来越来越多的老师

愿意介绍一些这样的内容，以达到最粗暴的方式拿住答案，进而反应出解题的思路. 然而，

很多同学在自行尝试学习这些高观点知识时有可能会误入歧途，如：自行学校大学数学材

料而走火入魔、在考场上用不明不白的写法将高观点知识中运用在解题过程中，而偏失了

拿住答案出思路这个初心. 在本章节中，我们将向同学们介绍一些高观点的内容，希望同

学们通过本章的学习能正确对待高观点的内容，并能在考场上以合适的方式进行应用.

5.2 极点极线

简述 近年来，极点极线作为圆锥曲线大题的命题背景，多次在北京市高考真题和模拟题

中出现. 了解相关知识点有利于在解题过程中心中有数，能够快速求得答案，实现先猜后

证的目的.

目标 通过本节的学习，希望同学们了解极点极线的几个模型，通过对其的熟练掌握，在

考试中快速实现先猜后证，先拿住答案，进而优化运算思路.

5.2.1 专题例析

5.2.1.1 自极三角形

模型 根据题中条件作图，发现椭圆上存在四点（且均有用）⇒ 连接对角线，并将两

组邻边延长使得相交于两点 ⇒ 连接对角线交点、延长得到的两个交点得到一个三角形.

结论 我们称这个三角形为自极三角形. 每个顶点 (x0,y0) 所对边的直线方程为

l :
xx0

a2 +
yy0

b2 = 1.

同时，我们称这三个顶点为极点，对边直线为其关于椭圆的极线.



72 CHAPTER 5.命题背景

例题 5.1 直线 l 与椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1 相交于 C,D，与 x 轴相交于 M，已知 A,B 是椭圆

的左右顶点，且直线 AC,BD 相交于点 N，证明：
−−→
OM ·−→ON 是定值. ■

步骤 1：根据题中条件作图，发现椭圆 C 上存在四个点 A,B,C,D，且与所求相关；

步骤 2：连接对角线交于 E，延长 BA,DC 交于点 M，延长 AC,BD 交于点 N；

步骤 3：连接 MEN 得到一个自极三角形；

步骤 4：根据结论，设 M(x0,0)，则直线 lNE :
xx0

4
= 0，即 x =

4
x0

，所以 xNxM =
4
x0

·x0 = 4.

−2 2

−2

2

A B

C
D

M O

N

E

例题 5.2 — 2021海淀一模节选. 已知椭圆 M：
x2

4
+ y2 = 1，A(−2,0)，B(0,1)．设椭圆 M

的右顶点为 C，点 P 在椭圆 M 上（点 P 不与椭圆 M 的顶点重合)，直线 AB 与直线 CP

交于点 Q，直线 BP 交 x 轴于点 S，求证：直线 SQ 过定点． ■

步骤 1：根据题中条件作图，发现椭圆 C 上存在四个点 A,B,C,D，且与所求相关；

步骤 2：连接对角线交于 T，延长 AB,CP 交于点 Q，延长 BP,AC 交于点 S；

步骤 3：连接 T QS 得到一个自极三角形；

步骤 4：通过 lBC 设出 T
(

m,−1
2

m+1
)
，根据结论，直线 lQS :

mx
4

+y
(
−1

2
m+1

)
−1= 0，

整理得 lQS : m
(

1
4

x− 1
2

y
)
+ y−1 = 0，过定点 (2,1).
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5.2.1.2 调和分割

模型 过 P 作关于圆锥曲线的割线，交曲线于 M1,M2，与其对应的极线交于 Q.

结论 P,Q 调和分割线段 M1M2，满足：
PM1

M1Q
=

PM2

M2Q
⇐⇒ 1

PM1
+

1
PM2

=
2

PQ
.

例题 5.3 — 2021 东城期末节选. 已知椭圆
x2

4
+

y2

3
= 1，左右顶点分别为 A,B，直线 l :

xx0

a2 +
yy0

b2 = 1 与椭圆 C 有且仅有一个公共点 E(x0,y0)，且与 x 轴交于点 G（点 E，G 不

重合），ET⊥x 轴，垂足为 T．求证：
|TA|
|T B|

=
|GA|
|GB|

． ■

分析 令 y = 0，则
xx0

a2 = 1，x =
a2

x0
，即 G

(
a2

x0
,0
)

.

又因 G 关于 C 的极线为
xa2

a2x0
= 1，即 x = x0，

所以 ET 为 G 关于椭圆的极线，G,T 调和分割 A,B，
|TA|
|T B|

=
|GA|
|GB|

.

−2 −1 1 2
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1

O
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G TA B

例题 5.4 — 2020 北京卷改编. 已知椭圆 C :
x2

8
+

y2

2
= 1，A(−2,−1)，过 B(−4,0) 的直线

l 交椭圆 C 为点 M,N，直线 MN 与直线 x = −2 的交点为 T，直线 MA,NA 分别交直线

x =−4 于点 P,Q. 求
|PB|
|BQ|

的值. ■

分析 点 B(−4,0) 关于椭圆对应的极线为 x =−2，因此 B,T 调和分割 M,N，

从而有
|BM|
|BN|

=
|T M|
|T N|

，进而有
|BM|
|T M|

=
|BN|
|T N|

，

因为 PQ ∥ AT，不难发现 △BMP ∼△T MA，进而有
|BM|
|T M|

=
|BP|
|TA|

，

同理，由 △MTA ∼△MBQ，有
|BN|
|T N|

=
|BQ|
|AT |

，

所以有
|BM|
|T M|

=
|BN|
|T N|

=
|BP|
|AT |

=
|BQ|
|AT |

，

所以有
|PB|
|AT |

=
|QB|
|AT |

，即 |PB|= |QB|，故
|PB|
|BQ| = 1．

提示 调和分割是极点极线知识点中比较难的一个部分，其应用于试题中的形式一般

都不是很直接. 希望同学们通过这两道题目的学习，对调和分割的应用场景有一定的感知，

后续可以结合附录中“极点极线知识点详解”部分内容进行进一步理解.
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5.2.1.3 反演点——角平分线

模型 圆锥曲线内一点 M(m,0) 与其极点与 x 轴交点 P(
a2

m
,0) 互为反演点.

结论 过 M 作椭圆的割线（不与 x 轴重合），交椭圆于 A,B ⇒ ∠APM = ∠BPM.
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例题 5.5 — 2021顺义二模节选. 已知椭圆 G :
x2

8
+

y2

4
= 1. 过点 M(0,1) 且斜率为 k(k ̸= 0)

的直线 l 交椭圆 G 于 A,B 两点，在 y 轴上是否存在点 N 使得 ∠ANM =∠BNM（点 N 与

点 M 不重合）？若存在，求出点 N 的坐标，若不存在，请说明理由. ■

分析 题干给出了 y 轴上的定点 M，要求我们找出 y 轴上的 N，N 与过 M 割线与椭圆

交点构成角平分线. 显然属于“反演点模型”，容易想到 N 是 M 点关于椭圆极线
y ·1
4

= 1 与

y 轴交点. 容易求得 N(0,4).
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例题 5.6 — 2018丰台二模理改编. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1，过右焦点 F 且不与坐标轴垂

直的直线 l 与椭圆交于 M,N 两点，设点 P(m,0)，记直线 PM,PN 的斜率分别为 k1,k2. 若

k1 + k2 = 0，求 m 的值. ■

分析 由条件 k1+k2 = 0，不难得到 ∠MPF =∠NPF，即又得到了我们的“反演点模型”

.

根据 F 的极线为 x = 4，容易得到 P(4,0).
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5.2.2 习题精选

R 本模块的习题中，同学们主要需要体会利用结论求得答案的过程.

■习题 5.1 — 2021东城一模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+y2 = 1，D(−2,0)，过点 A(−4,0) 的直线

l（不与 x 轴重合）与椭圆 C 交于 P,Q 两点，点 T 与点 Q 关于 x 轴对称，直线 T P 与 x 轴

交于 H．是否存在常数 λ，使得 |AD| · |DH|= λ (|AD|− |DH|) 成立. 若存在，求出 λ 的值；

若不存在，说明理由． ■

■ 习题 5.2 — 2020 大兴期末节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

2
= 1, 点 A(1,0),B(4,0), 已知: 过点 A

的任意一条直线 l 与椭圆 C 交于 M,N 两点, 证明: |MB| · |NA|= |MA| · |NB|. ■
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■ 习题 5.3 — 2019 海淀期末理节选. 椭圆
x2

2
+ y2 = 1 的左焦点为 F , 过点 M(−2,0) 的直线 l

与椭圆交于不同两点 A,B. 若点 B 关于 x 轴的对称点为 B′, 求 |AB′| 的取值范围. ■

■ 习题 5.4 — 2019 东城期末理节选. 已知椭圆 C :
x2

8
+

y2

2
= 1 过点 P(2,1). 过点 P 作 x 轴的

垂线 l, 设点 A 为第四象限内一点且在椭圆 C 上（点 A 不在直线 l 上）, 点 A 关于 l 的对称

点为 A′, 直线 A′P 与 C 交于另一点 B. 设 O 为原点, 判断直线 AB 与直线 OP 的位置关系, 并

说明理由. ■
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■ 习题 5.5 — 2019 海淀一模文节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

2
= 1 的左顶点为 A(−2,0)，过点

P(1,0) 且与 x 轴不重合的直线 l 与椭圆交于 M,N 不同的两点. 若过点 P 且平行于 AM 的直

线交直线 x =
5
2

于点 Q. 求证: 直线 NQ 恒过定点. ■

■ 习题 5.6 — 2019 西城一模文节选. 已知椭圆 W :
x2

4
+ y2 = 1 ，左、右顶点分别为 A,B，过

点 P(1,0) 的直线与椭圆 W 交于不同的两点 C,D (不与点 A,B 重合) . 若直线 CB 与直线 AD

相交于点 M, 判断点 M 是否位于一条定直线上? 若是, 写出该直线的方程. (结论不证明) ■
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■习题 5.7 — 2017房山一模理节选. 已知椭圆 C : x2 +4y2 = 4. 椭圆 C 长轴的两个端点分别为

A,B，点 P 在直线 x = 1 上运动，直线 PA,PB 分别与椭圆 C 相交于 M,N 两个不同的点. 求

证：直线 MN 与 x 轴的交点为定点. ■

■习题 5.8 — 2019大兴一模理节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1. 过动点 P(1, t) 作直线交椭圆 C

于 A,B 两点，且 |PA|= |PB|，过 P 作直线 l，使 l 与直线 AB 垂直. 证明：直线 l 恒过定点，

并求此定点的坐标. ■
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■习题 5.9 — 2017顺义一模理节选. 已知椭圆 E :
x2

4
+ y2 = 1. 设动直线 l : y = kx+m 与椭圆

E 相切，切点为 T，且 l 与直线 x =−4 相交于点 S.

试问：在 x 轴上是否存在一定点，使得以 ST 为直径的圆恒过该定点？若存在，求出

该点的坐标；若不存在，请说明理由. ■

■ 习题 5.10 — 2017 丰台一模理节选. 已知椭圆 C :
x2

2
+ y2 = 1 . 过右焦点 F 的直线交椭圆 C

于 M,N 两点，交直线 x = 2 于点 P，设
−→
PM = λ−−→MF ,

−→
PN = µ−→NF，求证：λ +µ 为定值. ■
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■习题 5.11 — 2015北京卷文. 已知椭圆 C : x2 +3y2 = 3，过点 D(1,0) 且不过点 E(2,1) 的直

线与椭圆 C 交于 A,B 两点，直线 AE 与直线 x = 3 交于点 M.

（1）求椭圆 C 的离心率；

（2）若 AB 垂直于 x 轴, 求直线 BM 的斜率；

（3）试判断直线 BM 与直线 DE 的位置关系, 并说明理由. ■
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5.3 椭圆第三定义

简述 椭圆第三定义是教材通过例题体现，但是没有直接指出的一个知识点. 近年来，无论

是北京还是全国其他地区，均在模拟题和高考题中涉及不少第三定义为背景的试题. 不同

于上一讲我们所提到的极点极线，第三定义作为教材知识，可以规范地直接应用，进而极

大地降低计算量.

目标 识别第三定义出现的模型，掌握涉及第三定义的作答格式.

5.3.1 专题例析

例题 5.7 —人教 A版选修第一册，P108-109. 设 A,B 两点的坐标分别为 (−5,0)，(5,0). 直

线 AM,BM 相交于点 M，且他们的斜率之积是 −4
9
，求点 M 的轨迹方程. ■

分析 设点 M 的坐标 (x,y)，因为点 A 的坐标是 (−5,0)，所以直线 AM 的斜率

kAM =
y

x+5
(x ̸=−5).

同理，直线 BM 的斜率

kBM =
y

x−5
(x ̸= 5).

由已知，有
y

x+5
× y

x−5
=−4

9
(x ̸=±5)，

化简，得点 M 的轨迹方程为
x2

25
+

y2

100
9

= 1(x ̸=±5).

点 M 的轨迹是除去 (−5,0)，(5,0) 两点的椭圆.

定义 已知坐标轴上关于原点对称的两个定点，那么，到这两定点连线的斜率之积为

定值 e2 −1(0 < e < 1) 的点的轨迹是椭圆，其中，定点为短轴或长轴顶点.

模型 情况 1：（左图）过原点直线 + 斜率 ⇒ kPA · kBP =−b2

a2 = e2 −1.

情况 2：（中图）重点 + 斜率 ⇒ kOM · kAB =−b2

a2 = e2 −1.

情况 3：（右图）切点 l+ 斜率 ⇒ kl · kOA = e2 −1.
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步骤 （以情况 1 为例）A(x,y),B(−x,−y),P(m,n)，kAP · kPB =
n− y
m− x

· n+ y
m+ x

=
n2 − y2

m2 − x2 ，

又


x2

a2 +
y2

b2 = 1 ⇒ y2 = b2
(

1− x2

a2

)
m2

a2 +
n2

b2 = 1 ⇒ n2 = b2
(

1− m2

a2

) ⇒ 原式 =
−b2

a2 (m
2 − x2)

m2 − x2 =−b2

a2 .

细节 前提：x ̸=±m.
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例题 5.8 — 2021丰台一模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1，A(−2,0),B(2,0).P 为椭圆 C 上

异于 A,B 的动点，直线 AP,PB 分别交直线 x =−6 于 M,N 两点，连接 NA 并延长交椭圆

C 于点 Q. 求证：直线 AP,AN 的斜率之积是否未定值. ■

分析 我们发现：A,B 两点为椭圆长轴的两个顶点，进而根据第三定义的基本情况，我

们设 kAP = k，则有：k · kBP = e2 −1 =−1
4

.

解析 lPB : y =− 1
4k

(x−2)⇒ yN =−−8
4k

=
2
k

.

所以 kAN =

2
k
−4

=− 1
2k

，kAP · kAN = k ·
(
− 1

2k

)
=−1

2
.

例题 5.9 — 2019全国 II卷改编. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

2
= 1，过原点的直线交椭圆 C 于 P,Q

两点，点 P 在第一象限，PE ⊥ x 轴，垂足为 E，连接 QE 并延长，交椭圆于 G，证明：

△PQG 为直角三角形. ■

分析 不难发现，过原点的直线 PQ 其实可以翻译为 P,Q 两点关于原点中心对称. 同

时，根据要证明的条件可以转换为 kPQ · kPG =−1，想到此题属于“过原点直线 + 斜率”型.

解析 设 P(x0,y0)，则 Q(−x0,−y0)，所以 kPQ = lPO =
x0

y0
，

因为 kGQ = kQE =
y0

2x0
，所以 kGQ =

1
2

kPQ，

又因为 kGQ · kGP = e2 −1 =−1
2
，所以

1
2

kKQ · kGP = e2 −1 =
1
2
，

所以 kKQ · kGP =−1，PQ ⊥ PG，△PQG 是直角三角形.
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例题 5.10 — 2020天津卷改编. 已知椭圆 C :
x2

18
+

y2

9
= 1，A(0,−3)，右焦点为 F . 若点 C

满足 3
−→
OC =

−→
OF，点 B 在椭圆上（异于顶点），直线 AB 与以 C 为圆心的圆相切于点 P，

且 P 为线段 AB 的中点. 求直线 AB 的方程. ■

分析 通过阅读题干我们发现这道题是“重点 + 斜率”型. 进而可以通过利用 kAB · kOP =

e2 −1 及相切的条件可以消去 kAB 得到 kCP 和 kOP 的关系.

解析 设 P(x0,y0)，由题易知 C(1,0) 及

kAB · kOP = e2 −1 =−1
2

kAB · kCP =−1
，

所以 kCP = 2kOP，即
y0

x0 −1
= 2

y0

x0
，所以 x0 = 2.

因为 A(0,−3)，所以 B(4,±1)，lAB = y =
1
2

x−3 或 y = x−3.



5.3椭圆第三定义 85

5.3.2 习题精选

■ 习题 5.12 — 2020 全国 I 卷节选. 已知 A,B 分别为椭圆 E :
x2

9
+ y2 = 1(a > 1) 的左、右顶

点.P 为直线 x = 6 上的动点, PA 与 E 的另一交点为 C,PB 与 E 的另一交点为 D. 证明: 直线

CD 过定点. ■

■ 习题 5.13 直线 l 与椭圆
y2

a2 +
x2

b2 = 1(a > b > 0) 交于 A(x1,y1) ,B(x2,y2) 两点, 已知 m⃗ =

(ax1,by1) , n⃗ = (ax2,by2), 若 m⃗ ⊥ n⃗ 且椭圆的离心率 e =

√
3

2
, 又椭圆过点

(√
3

2
,1

)
,O 为原

点.

（1）求椭圆的方程.

（2）若直线 l 过椭圆的上焦点 F(0,c) (c 为半焦距), 求直线 l 的斜率 k 的值.

（3）试问: △AOB 的面积是否为定值? 如果是, 请给予证明; 如果不是, 请说明理由. ■
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■习题 5.14 已知椭圆的中心为坐标原点 O, 焦点在 x 轴上, 斜率为 1 且过椭圆右焦点 F 的直

线交椭圆于 A,B 两点,
−→
OA+

−→
OB 与 −→a = (3,−1) 共线.

（1）求椭圆的离心率；

（2）设 M 为椭圆上任意一点, 且
−−→
OM = λ

−→
OA+µ

−→
OB(λ ,µ ∈ R), 证明 λ 2 +µ2 为定值. ■

■习题 5.15 — 2013北京卷理. 已知 A,B,C 是椭圆 W :
x2

4
+ y2 = 1 上三个点，O 是坐标原点.

（1）当点 B 是 W 的右顶点，且四边形 OABC 为菱形时，求此菱形的面积；

（2）当点 B 不是 W 的顶点时，判断四边形 OABC 是否可能为菱形，并说明理由. ■
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■习题 5.16 已知椭圆 C : x2 +
y2

4
= 1 的短轴的左右两个端点分别为 A,B，直线 l : y = kx+1

与 x,y 轴分别交于点 E,F，与椭圆交于两点 C,D. 设直线 AD,CB 的斜率分别为 k1,k2，若

k1 : k2 = 2 : 1，求 k 的值. ■

■习题 5.17 — 2020海淀一模节选. 已知椭圆 C :
x2

4
+ y2 = 1 的左右顶点为 A1,A2，上顶点为

B. 设 M 是椭圆 C 上一点，且不与顶点重合，若直线 A1B 与直线 A2M 交于点 P，直线 A1M

与直线 A2B 交于点 Q．求证：△BPQ 为等腰三角形． ■
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■习题 5.18 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的离心率为

√
3

2
, 设椭圆 C 的左、右焦点分

别为 F1,F2, 左、右顶点分别为 A,B, 且 |F2A| ,1, |F2B| 成等比数列.

（1）求椭圆 C 的标准方程.

（2）过点 P(4,0) 作直线 l 与椭圆 C 交于 M,N 两点（直线 l 与 x 轴不重合），设直线

AM,BN 的斜率分别为 k1,k2, 判断
k1

k2
是否为定值? 若是，求出该值；若不是，请说明理由. ■
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5.4 知识总结

1 极点极线的几何特征
首先，曲线上有 4 个点 A,B,C,D，对角线交点为 N，

接着，延长四边形 ABCD 的两组对边，分别交于点 P 和点 M，

进而，连接 MP,MN,NP，则称：

极点 P——极线 MN，极点 M——极线 PN，极点 N——极线 MP

同时发现：△MNP 中三个顶点和对边，互为极点和极线，因此为自极三角形.

相应地，依托于自极三角形，我们给出配极原则：设点 P 关于圆锥曲线 C 的极线 l 经

过点 Q ⇔ 点 Q 关于 C 的极线 g 经过点 P.

−3 −2 −1 1 2
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A B

C
N

D

M
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2 极点极线与切线
（1）点在圆锥曲线上，该点关于圆锥曲线的切线即为极线；

（2）点在圆锥曲线外，过点做该点关于圆锥曲线的两条切线，将两个切点连接，其切

点弦即为极线；

（3）点在圆锥曲线内，过点作直线 ST 交圆锥曲线于 S,T，作 S,T 关于圆锥曲线的两

条切线交于 Q，作 QQ′ 与直线 ST 平行，则 QQ′ 为点 P 关于圆锥曲线的极线，如下图：
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Q
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3 极点极线的代数方程

（1）极点 P(x0,y0) 关于椭圆和双曲线
x2

a2 ±
x2

b2 = 1 对应的极线为
xx0

a2 ± yy0

b2 = 1；

（2）极点 P(x0,y0) 关于抛物线 y2 = 2px 对应的极线为 y0y = 0(x+ x0)；

（3）圆锥曲线的焦点和准线，是极点和极线关系.

4. 极点极线的性质

（1）调和性：过点 P 任作直线交曲线于 A,B，交极线于 Q，则 P,A,Q,B 四点构成“调和

点列”，有：
1

PA
+

1
PB

=
2

PQ
；

（2）共轭性：B,Q,A,P 四点构成“调和点列”，也有
1

BQ
+

1
BP

=
2

BA
；

（3）等比性：点 Q,P 为 AB 的内外分点，则
|QA|
|QB|

=
|PA|
|PB|

= λ .

特殊地，当直线经过曲线中心 O 时，|OA|2 = |OB|2 = |OP||OQ|.
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CHAPTER 6. 高考真题

■ 习题 6.1 — 2021 新高考 II 卷. 已知椭圆 C 的方程为
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0)，右焦点为

F(
√

2,0)，且离心率为

√
6

3
.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）设 M,N 是椭圆 C 上的两点，直线 MN 与曲线 C1 : x2 + y2 = b2(x > 0) 相切. 证明：

M,N,F 三点共线的充要条件是 |MN|=
√

3. ■



94 CHAPTER 6.高考真题

■习题 6.2 — 2021北京卷. 已知椭圆 E :
x2

a2 +
y2

b2 (a > b > 0) 过点 A(0,−2)，以四个顶点所围

成的四边形面积为 4
√

5.

（1）求椭圆 E 的标准方程；

（2）过点 P(0,−3) 的直线 l 斜率为 k，交椭圆 E 于不同的两点 B,C，直线 AB,AC 交

y =−3 于点 M,N，若 |PM|+ |PN| ≤ 15，求 k 的取值范围. ■

■习题 6.3 — 2021天津卷. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的离心率为
2
√

5
5

，上顶点为

B，右焦点为 F，|BF |=
√

5.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）若直线 l 与椭圆 C 有唯一的公共点 M，与 y 轴的正半轴相交于点 N，过点 N 作 BF

的垂线交 x 轴于点 P，若 MP ∥ BF，求直线 l 的方程. ■
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■习题 6.4 — 2020全国 I卷. 已知 A,B 分别为椭圆 E :
x2

a2 + y2 = 1(a > 1) 的左、右，G 为 E

的上顶点，
−→
AG ·−→GB = 8.

（1）求 E 的方程；

（2）证明：直线 CD 过定点. ■

■ 习题 6.5 — 2020 全国 III 卷. 已知椭圆 C :
x2

25
+

y2

m2 = 1(0 < m < 5) 的离心率为

√
15
4

，A,B

分别为 C 的左、右顶点.

（1）求 C 的方程；

（2）若点 P 在 C 上，点 Q 在直线 x = 6，且 |BP|= |BQ|，BP ⊥ BQ，求 △APQ 的面积. ■
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■习题 6.6 — 2020北京卷. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 过点 A(−2,−1)，且 a = 2b.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）过点 B(−4,0) 的直线 l 交椭圆 C 于点 M,N. 直线 MA,NA 分别交直线 x =−4 于点

P,Q. 求
|PB|
|BQ|

. ■

■习题 6.7 — 2019北京卷文. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 的右焦点 (1,0)，且经过点 A(0,1).

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）设 O 为原点，直线 l : y = kx+ t(t ̸= ±1) 与椭圆 C 交于两个不同点 P,Q，直线 AP

与 x 轴交于点 M，直线 AQ 与 x 轴交于点 N，若 |OM| · |ON|= 2，求证：直线 l 经过定点. ■
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■习题 6.8 — 2018北京卷文. 已知椭圆 M :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的离心率为

√
6

3
，焦距为

2
√

2. 斜率为 k 的直线 l 与椭圆 M 有两个不同的交点 A,B.

（1）求椭圆 M 的方程；

（2）若 k = 1，求 |AB| 的最大值；

（3）设 P(−2,0)，直线 PA 与椭圆 M 的另一个交点为 C，直线 PB 与椭圆 M 的另一个

交点为 D. 若 C,D 和点 Q
(
−7

4
,
1
4

)
共线，求 k. ■

■ 习题 6.9 — 2017 北京卷文. 已知椭圆 C 的两个顶点分别为 A(−2,0),B(2,0)，焦点在 x 轴

上，离心率为

√
3

2
.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）点 D 为 x 轴上一点，过 D 作 x 轴的垂线交椭圆 C 于不同的两点 M,N，过 D 作 AM

的垂线交 BN 于点 E. 求证：△BDE 与 △BDN 的面积之比为 4 : 5. ■
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■习题 6.10 — 2016北京卷文. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 过点 A(2,0),B(0,1) 两点.

（1）求椭圆 C 的方程及离心率；

（2）设 P 为第三象限内一点且在椭圆 C 上，直线 PA 与 y 轴交于点 M，直线 PB 与 x 轴

交于点 N，求证：四边形 ABNM 的面积为定值. ■

■习题 6.11 — 2016北京卷理. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的离心率为

√
3

2
，A(a,0)，

B(0,b)，O(0,0)，△OAB 的面积为 1.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）设 P 是椭圆 C 上的一点，直线 PA 与 y 轴交于点 M，直线 PB 与 x 轴交于点 N，求

证：|AN| · |BM| 为定值. ■



99

■习题 6.12 — 2015北京卷文. 已知椭圆 C : x2 +3y2 = 3，过点 D(1,0) 且不过点 E(2,1) 的直

线与椭圆 C 交于 A,B 两点，直线 AE 与直线 x = 3 交于点 M.

（1）求椭圆 C 的离心率；

（2）若 AB 垂直于 x 轴，求直线 BM 的斜率；

（3）试判断直线 BM 与直线 DE 的位置关系，并说明理由. ■

■ 习题 6.13 — 2015 北京卷理. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的离心率为

√
2

2
，点

P(0,1)，和点 A(m,n(m ̸= 0)) 都在椭圆 C 上，直线 PA 交 x 轴于点 M.

（1）求椭圆 C 的方程，并求点 M 的坐标（用 m,n 表示）；

（2）设 O 为原点，点 B 与点 A 关于 x 轴对称，直线 PB 交 x 轴于点 N. 问：y 轴上是否

存在点 Q，使得 ∠OQM = ∠ONQ？若存在，求点 Q 的坐标；若不存在，说明理由. ■
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■习题 6.14 — 2014北京卷. 已知椭圆 C : x2 +2y2 = 4，设 O 为原点.

（1）求椭圆 C 的离心率；

（2）若点 A 在直线 y = 2，点 B 在椭圆 O 上，且 OA ⊥ OB，求线段 AB 长度的最小值.

（3）若点 A 在椭圆 C 上，点 B 在直线 y = 2 上，且 OA ⊥ OB，求直线 AB 与圆 x2+y2 = 2

的位置关系，并证明你的结论. ■



CHAPTER 7. 模拟试题

7.1 高三期末

7.1.1 2020届

■习题 7.1 — 2020东城期末. 已知椭圆 C :
x2

a2 + y2 = 1(a > 1) 的离心率是

√
2

2
.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）已知 F1,F2 分别是椭圆 C 的左, 右焦点，过 F2 作斜率为 k 的直线 l，交椭圆 C 于

A,B 两点，直线 F1A,F1B 分别交于 y 轴不同的两点 M,N. 如果 ∠MF1N 为锐角，求 k 的取值

范围. ■
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■ 习题 7.2 — 2020 西城期末. 已知椭圆 W :
x2

4
+ y2 = 1 的右焦点为 F，过点 F 且斜率为

k(k ̸= 0) 的直线 l 与椭圆 W 交于 A,B 两点，线段 AB 的中点为 M.O 为坐标原点.

（1）证明：点 M 在 y 轴的右侧；

（2）设线段 AB 的垂直平分线与 x 轴、y 轴分别相交于点 C,D. 若 △ODC 与 △CMF 的

面积相等，求直线 l 的斜率 k. ■

■习题 7.3 — 2020海淀期末. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的右顶点 A(2,0)，且离心

率为

√
3

2
.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）设 O 为原点，过点 O 的直线 l 与椭圆 C 交于两点 P,Q，直线 AP 和 AQ 分别与直

线 x = 4 交于点 M,N. 求 △APQ 与 △AMN 的面积之和的最小值. ■
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■ 习题 7.4 — 2020 朝阳期末. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 过点 P
(
−1,

3
2

)
，且椭圆

C 的一个顶点 D 的坐标为 (−2,0). 过椭圆 C 的右焦点 F 的直线 l 与椭圆 C 交于不同的两点

A,B（A,B 不同于点 D），直线 DA 与直线 m : x = 4 交于点 M，连接 MF，过点 F 作 MF 的

垂线与直线 m 交于点 N.

（1）求椭圆 C 的方程，并求点 F 的坐标；

（2）求证：D,B,N 三点共线. ■

■习题 7.5 — 2020丰台期末. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的离心率为
1
2
，以原点为

圆心，椭圆 C 的短半轴长为半径的圆与直线 x− y+
√

6 = 0 相切.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）设 S 为椭圆 C 的右顶点，过椭圆 C 的右焦点的直线 l 与椭圆 C 交于 P,Q 两点（异

于 S），直线 PS,QS 分别交直线 x = 4 于 A,B 两点. 求证：A,B 两点的纵坐标之积为定值. ■
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■习题 7.6 — 2020顺义期末. 已知椭圆 C : 3x2 +4y2 = 12.

（1）求椭圆 C 的离心率；

（2）设 A,B 分别为椭圆 C 的左右顶点，点 P 在椭圆 C 上，直线 AP,BP 分别与直线 x = 4

相交于点 M,N，当点 P 运动时，以 M,N 为直径的圆是否经过 x 轴上的定点. 试证明你的结

论. ■
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7.1.2 2021届

■习题 7.7 — 2021东城期末. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 过点 A(−2,0)，B(2,0)，且

离心率为
1
2

.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）设直线 l 与椭圆C 有且仅有一个公共点 E，且与 x 轴交于点 G(点 E,G 不重合),ET ⊥
x 轴，垂足为 T . 求证：

|TA|
|T B|

=
|GA|
|GB|

. ■

■习题 7.8 — 2021西城期末. 已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

2
= 1.

（1）求椭圆 C 的离心率和长轴长；

（2）已知直线 y = kx+2 与椭圆 C 有两个不同的交点 A,B，P 为 x 轴上一点. 是否存在

实数 k，使得 △PAB 是以点 P 为直角顶点的等腰直角三角形？若存在，求出 k 的值及点 P

的坐标；若不存在，说明理由. ■
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■习题 7.9 — 2021海淀期末. 已知椭圆 W :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的离心率为

√
3

2
，且经过

点 C(2,
√

3).

（1）求椭圆 W 的方程及其长轴长；

（2）A,B 分别为椭圆 W 的左、右顶点，点 D 在椭圆 W 上，且位于 x 轴下方，直线 CD

交 x 轴于点 Q，若 △ACQ 的面积比 △BDQ 的面积大 2
√

3，求点 D 的坐标. ■

■习题 7.10 — 2021朝阳期末. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 过点

(
1,

√
3

2

)
，且 C 的

离心率为

√
3

2
.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）过点 P(1,0) 的直线 l 交椭圆 C 于 A,B 两点，求 |PA| · |PB| 的取值范围. ■
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■习题 7.11 — 2021丰台期末. 已知椭圆 W :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 过 A(0,2)，B(−3,−1) 两

点.

（1）求椭圆 W 的方程；

（2）直线 AB 与 x 轴交于点 M(m,0)，过点 M 作不垂直于坐标轴且与 AB 不重合的直线

l，l 与椭圆 W 交于 C,D 两点，直线 AC,BD 分别交直线 x = m 于 P,Q 两点，求证：
|PM|
|MQ|

为

定值. ■

■习题 7.12 — 2021顺义期末. 已知椭圆C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a> b> 0)过点 M(0,1)和 N
(√

3,
1
2

)
.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）直线 l : y = kx+m 与椭圆 C 交于 A,B 两点，且坐标原点 O 到直线 l 的距离为
2
√

5
5

.

求证：以 AB 为直径的圆经过点 O. ■
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7.1.3 2022届

■习题 7.13 — 2022东城期末. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 过点 A(−
√

3,0)，其右焦点 F(1,0).

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）设 P 为椭圆 C 上一动点 (不在 x 轴上），M 为 AP 中点，过原点 O 作 AP 的平行线，

与直线 x = 3 交于点 Q. 问：直线 OM 与 FQ 斜率的乘积是否为定值？若为定值，求出该值；

若不为定值，请说明理由. ■

■习题 7.14 — 2022西城期末. 已知椭圆 M :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 的焦点为 F(2,0)，长轴长与短轴长

的比值为
√

2.

（1）求椭圆 M 的方程；

（2）过点 F 的直线 l 与椭圆 M 交于 A,B 两点，BC ⊥ x 轴于点 C，AD ⊥ x 轴于点 D，直

线 BD 交直线 x = 4 于点 E，求 △ECD 与 △EAB 的面积之比. ■
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■习题 7.15 — 2022海淀期末. 已知点 A(0,−1) 在椭圆 C :
x2

3
+

y2

b2 = 1 上.

（1）求椭圆 C 的方程和离心率；

（2）设直线 l : y = k(x−1)(其中 k ̸= 1) 与椭圆 C 交于不同两点 E,F，直线 AE,AF 分别

交直线 x = 3 于点 M,N. 当 △AMN 的面积为 3
√

3 时，求 k 的值. ■

■习题 7.16 — 2022朝阳期末. 已知曲线 W :
x2

3−m
+

y2

m
= 1(m ∈ R,m ̸= 0且m ̸= 3).

（1）若曲线 W 是焦点在 x 轴上的椭圆，求 m 的取值范围；

（2）当 m = 1 时，过点 E(1,0) 作斜率为 k(k ̸= 0) 的直线 l 交曲线 W 于点 A,B（A,B 异

于顶点），交直线 x = 2 于 P. 过点 P 作 y 轴的垂线，垂足为 Q，直线 AQ 交 x 轴于 C，直线

BQ 交 x 轴于 D，求线段 CD 中点 M 的坐标. ■
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■ 习题 7.17 — 2022 丰台期末. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 过点 (
√

2,1)，离心率为
√

2
2

.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）设椭圆 C 的右顶点为 A，过点 D(4,0) 的直线 l 与椭圆 C 交于不同的两点 M,N（均

异于点 A），直线 AM,AN 分别与直线 x = 4 交于点 P,Q. 求证：|DP| · |DQ| 为定值. ■

■习题 7.18 — 2022顺义期末. 已知椭圆 W :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 过点 A(0,−1)，且离心率 e =

√
3

2
.

（1）求椭圆 W 的方程；

（2）点 B 在直线 x = 4 上，点 B 关于 x 轴的对称点为 B1，直线 AB,AB1 分别交椭圆 W

于 C,D 两点（不同于 A 点）. 求证：直线 CD 过定点. ■
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7.2 高三一模

7.2.1 2020届

■ 习题 7.19 — 2020 东城一模. 已知椭圆 E :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0)，其上、下定点分别为

A,B，左、右焦点分别为 F1,F2，若四边形 AF1BF2 为正方形，且面积为 2.

（1）求椭圆 E 的标准方程；

（2）设存在斜率不为 0 且平行的两条直线 l1, l2，它们与椭圆 E 分别交于点 C,D,M,N，

且四边形 CDMN 是菱形，求出该菱形周长的最大值. ■

■习题 7.20 — 2020西城一模. 设椭圆 E :
x2

2
+ y2 = 1，直线 l1 经过点 M(m,0)，直线 l2 经过

点 N(n,0)，直线 l1 ∥ 直线 l2，且直线 l1, l2 分别与椭圆 E 相交于 A,B 两点和 C,D 两点.

（1）若 M,N 分别为椭圆 E 的左、右焦点，且直线 l1 ⊥ x 轴，求四边形 ABCD 的面积；

（2）若直线 l1 的斜率存在且不为 0，四边形 ABCD 为平行四边形，求证：m+n = 0.

（3）在（2）的条件下，判断四边形 ABCD 能否为矩形，说明理由. ■
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■习题 7.21 — 2020海淀一模. 已知椭圆C :
x2

b2 +
y2

b2 = 1(a> b> 0)的离心率为

√
3

2
，A1(−a,0)，

A2(a,0)，B(0,b)，△A1BA2 的面积为 2.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）设 M 是椭圆 C 上一点，且不与顶点重合，若直线 A1B 与直线 A2M 交于点 P，直

线 A1M 与直线 A2B 交于点 Q. 求证：△BPQ 为等腰三角形. ■

■习题 7.22 — 2020朝阳一模. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0)，圆 O : x2 +y2 = r2（O 为

坐标原点）. 过点 (0,b) 且斜率为 1 的直线与圆 O 交于点 (1,2)，与椭圆 C 的另一个交点的

横坐标为 −8
5

.

（1）求椭圆 C 的方程和圆 O 的方程；

（2）过圆 O 上的动点 P 作两条互相垂直的直线 l1, l2，若直线 l1 的斜率为 k(k ̸= 0) 且 l1
与椭圆 C 相切，试判断直线 l2 与椭圆 C 的位置关系，并说明理由. ■
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■习题 7.23 — 2020丰台一模. 已知椭圆 C :
y2

a2 +
x2

b2 = 1(a > b > 0) 离心率为

√
2

2
，点 P(1,0)

在椭圆 C 上，直线 y = y0 与椭圆 C 交于不同的两点 A,B.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）直线 PA,PB 分别交于 M,N 两点，问：x 轴上是否存在点 Q，使得∠OQN+∠OQM =
π
2
？若存在，求出点 Q 的坐标；若不存在，请说明理由. ■
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7.2.2 2021届

■习题 7.24 — 2021东城一模. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 过点 D(−2,0)，且焦距为

2
√

3.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）过点 A(−4,0) 的直线 l（不与 x 轴重合）与椭圆 C 交于 P,Q 两点，点 T 与点 Q 关

于 x 轴对称，直线 T P 与 x 轴交于 H. 是否存在常数 λ，使得 |AD| · |DH| = λ (|AD|− |DH|)
成立，若存在，求出 λ 的值；若不存在，说明理由. ■

■ 习题 7.25 — 2021 西城一模. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

3
= 1(a > 0) 的焦点在 x 轴上，经过点

E
(

1,
3
2

)
，左顶点为 D，右焦点为 F .

（1）求椭圆 C 的离心率和 △DEF 的面积；

（2）已知直线 y = kx+1 与椭圆 C 交于 A,B 两点. 过点 B 作直线 y = t(t >
√

3) 的垂线，

垂足为 G. 判断是否存在常数 t，使得直线 AG 经过 y 轴上的定点？若存在，求 t 的值；若

不存在，请说明理由. ■
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■习题 7.26 — 2021海淀一模. 已知椭圆 M :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 过 A(−2,0),B(0,1) 两点.

（1）求椭圆 M 的离心率；

（2）设椭圆 M 的右顶点为 C，点 P 在椭圆 M 上（点 P 不与椭圆 M 的顶点重合），直

线 AB 与直线 CP 交于点 Q，直线 BP 交 x 轴于点 S，求证：直线 SQ 过定点. ■

■习题 7.27 — 2021朝阳一模. 已知椭圆 C 的短轴的两个端点分别为 A(0,1),B(0,−1)，离心

率为

√
6

3
.

（1）求椭圆 C 的方程及焦点的坐标；

（2）若点 M 为椭圆 C 上异于 A,B 的任意一点，过原点且与直线 MA 平行的直线与直

线 y = 3 交于点 P，直线 MB 与直线 y = 3 交于点 Q，试判断以线段 PQ 为直径的圆是否经

过定点？若过定点，求出定点的坐标；若不过定点，请说明理由. ■
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■ 习题 7.28 — 2021 丰台一模. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 长轴的两个端点分别为

A(−2,0),B(2,0)，离心率为

√
3

2
.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）P 为椭圆 C 上异于 A,B 的动点，直线 AP,PB 分别交直线 x =−6 于 M,N 两点，连

接 NA 并延长交椭圆 C 于点 Q.

（i）求证：直线 AP,AN 的斜率之积为定值；

（ii）判断 M,B,Q 三点是否共线，并说明理由. ■
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7.3 高三二模

7.3.1 2020届

■ 习题 7.29 — 2020 东城二模. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的一个顶点坐标为

A(0,−1)，离心率为

√
3

2
.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）若直线 y = k(x−1)(k ̸= 0) 与椭圆 C 交于不同的两点 P,Q，线段 PQ 的中点为 M，

点 B(1,0)，求证：点 M 不在以 AB 为直径的圆上. ■

■ 习题 7.30 — 2020 西城二模. 已知椭圆 E :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 经过点 C(0,1)，离心率

为

√
3

2
，O 为坐标原点.

（1）求椭圆 E 的方程；

（2）设 A,B 分别为椭圆 E 的左右顶点，D 为椭圆上一点（不在坐标轴上），直线 CD 交

x 轴于点 P,Q 为直线 AD 上一点，且
−→
OP ·−→OQ = 4，求证：C,B,Q 三点共线. ■
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■习题 7.31 — 2020海淀二模. 已知椭圆 W :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 过 A(0,1),B(0,−1) 两点，

离心率为

√
3

2
.

（1）求椭圆 W 的方程；

（2）过点 A 的直线 l 与椭圆 W 的另一个交点为 C，直线 l 交直线 y = 2 于点 M，记直

线 BC,BM 的斜率分别为 k1,k2，求 k1k2 的值. ■

■习题 7.32 — 2020朝阳二模. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的离心率为

√
2

2
，且椭圆

C 经过点

(
1,

√
6

2

)
.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）已知过点 P(4,0) 的直线 l 与椭圆 C 交于不同的两点 A,B，与直线 x = 1 交于点 Q，

设
−→
AP = λ−→PB,

−→
AQ = µ

−→
QB(λ ,µ ∈ R)，求证：λ +µ 为定值. ■
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■ 习题 7.33 — 2020 丰台二模. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 经过 A(1,0),B(0,b) 两

点.O 为坐标原点，且 △AOB 的面积为

√
2

4
，过点 P(0,1) 且斜率为 k(k > 0) 的直线 l 与椭圆

C 有两个不同的交点 M,N，且直线 AM,AN 分别与 y 轴交于点 S,T .

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）求直线 l 的斜率 k 的取值范围；

（3）设
−→
PS = λ

−→
PO,

−→
PT = µ

−→
PO，求 λ +µ 的取值范围. ■

■ 习题 7.34 — 2020 顺义二模. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的焦距和长半轴长都为

2，过椭圆 C 的右焦点 F 作斜率为 k(k ̸= 0) 的直线 l 与椭圆 C 相交于 P,Q 两点.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）设点 A 是椭圆 C 的左顶点，直线 AP,AQ 分别与直线 x = 4 相交于点 M,N.

求证：以 MN 为直径的圆恒过点 F . ■
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7.3.2 2021届

■习题 7.35 — 2021东城二模. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的右焦点为 F，左、右顶

点分别为 A(−2,0),B(2,0)，|AF |= 3|FB|.
（1）求椭圆 C 的方程；

（2）设过 P(2,1) 的直线 l 与椭圆 C 交于不同的两点 M,N，过点 N 作 x 轴的垂线，与直

线 BM 交于点 D，E 为线段 DN 的中点. 证明：直线 BE 的斜率为定值. ■

■ 习题 7.36 — 2021 西城二模. 已知椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1 的离心率为

√
6

3
，其长轴的两个端

点分别为 A(−3,0),B(3,0).

（1）求椭圆 C 的标准方程了；

（2）点 P 为椭圆上除 A,B 外的任意一点，直线 AP 交直线 x = 4 于点 E，点 O 为坐标

原点，过点 O 且与直线 BE 垂直的直线记为 l，直线 BP 交 y 轴于点 M，交直线 l 于点 N，

求 △BMO 与 △NMO 的面积之比. ■
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■习题 7.37 — 2021海淀二模. 椭圆 C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的左、右焦点分别为 F1,F2，E

是椭圆 C 上一点，且 |F1F2|= 2，|EF1|+ |EF2|= 4.

（1）求椭圆 C 的方程；

（2）M,N 是 y 轴上的两个动点（点 M 与点 E 位于 x 轴的两侧），∠MF1N =∠MEN = 90◦，

直线 EM 交 x 轴于点 P，求
|EP|
|PM|

的值. ■

■ 习题 7.38 — 2021 朝阳二模. 已知 F 为椭圆 C :
x2

2
+ y2 = 1 的左焦点，直线 l : y = k(x−2)

与椭圆 C 交于不同的两点 M,N.

（1）当 k =−1
2

时，求 △FMN 的面积；

（2）设直线 FM,FN 分别与直线 x = 1 交于两点 P,Q，线段 MN,PQ 的中点分别为 G,H，

点 A
(

1
5
,0
)
，当 k 变化时，证明 A,G,H 三点共线. ■
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■ 习题 7.39 — 2021 丰台二模. 已知椭圆 C :
x2

3
+ y2 = 1，过点 (−1,0) 的直线 l 交椭圆 C 于

点 A,B.

（1）当直线 l 与 x 轴垂直时，求 |AB|；
（2）在 x 轴上是否存在定点 P，使

−→
PA ·−→PB 为定值？若存在，求点 P 的坐标即

−→
PA ·−→PB 的

值；若不存在，说明理由. ■

■习题 7.40 — 2021顺义二模. 已知椭圆 G :
x2

a2 +
y2

b2 = 1(a > b > 0) 的离心率为

√
2

2
，且过点

(2,
√

2).

（1）求椭圆 G 的方程；

（2）过点 M(0,1) 且斜率为 k(k ̸= 0) 的直线 l 交椭圆 G 于 A,B 两点，在 y 轴上是否存在

点 N 使得 ∠ANM = ∠BNM（点 N 与点 M 不重合）？若存在，求出点 N 的坐标，若不存在，

请说明理由. ■
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